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Bevezeto

Ez a munka az ELTE Informatika Karanak informatika-tanar szakan készult,
abbdl a célbdl, hogy segitséget nyujtson matematika és informatika tanaroknak, dia-
koknak és mindenkinek aki érdeklodik e két tantargy irant.

A dolgozat témaja tagabb értelemben az informatika alkalmazasanak lehetéségeit
mutatja be a matematika oktatasban. Szlkebb értelemben véve pedig egy matemati-
kai segédprogram a GeCGebra ismertetése, melynek segitségével a kdzépiskolai

matematika oktatast tehetjuk szinesebbé, valtozatosabba.

A szakdolgozat tartalmarol

A dolgozat 1. fejezetében sz6 lesz a matematikai segédprogramokrél, azon
belll a dinamikus programokroél és ezek elényeirél. Ebben a fejezetben 6sszehason-
litom a GeoGebra programot a tdbbi matematikai szoftverrel. A 2. fejezetben be-
mutatom a GeoGebra hasznalatat. Ismertetem a program lehetségeit, sorba ve-
szem a menupontokat, bemutatom az eszkdztar ikonjait, és csoportositom az alkal-
mazott parancsokat.
Az ismerteté utan pedig a program hasznalatanak lehetéségeit mutatom be, parhu-
zamba allitva a kozépiskolai matematika tananyaggal. A dolgozat elkészitésénél a
feladatokat az altalam is hasznalt Sokszinli matematika tankényvcsalad koteteibdl
veszem. De azok a példak, amiket itt feldolgozok, tébbnyire altalanos feladatok, nem
kétédnek egyetlen tankényvhdz sem, inkabb a megtanulandé tananyaghoz. igy bar-
kinek segitséget nyujthat, aki a matematikaval foglalkozik tankdnyvtél fliggetlenul.
A 3-8. fejezetekben a kozépiskolai matematika tananyagon végighaladva, sorban be
fogom mutatni, hol és hogyan tudjuk hasznalni a programot a matematika oktatas-
ban. Ezek a fejezetek a kdzépiskolai matematika tananyag kovetkezé témakoreire
épulnek: fuggvények, egyenletek, sikgeometria, geometriai transzformaciok, trigo-
nometria és koordinatageometria. Minden témakoron belll tanévenkénti csoportosi-
tasban talalhaték meg az egyes anyagrészek, feladatok.
Ezekhez a fejezetekhez készitettem el a mellékleteket, melyeket dsszerendeztem
egy weblapra. A weblapot a mellékletben talalhatd index.html allomannyal nyithatjuk
meg. A weblap felépitése ugyanaz, mint a dolgozat 3-8. fejezetei, itt is témakdron-
ként, azon belll pedig tanévenként talaljuk meg a feladatokhoz tartozé dinamikus
munkalapokat.



A mellékletben talalhaté mappak szintén a dolgozat fejezeteire épulnek. Ezekben a
mappakban megtalalhatok az eredetileg elkészlilt ggb kiterjesztésii GeoGebra f4j-
lok. Ezeknek a fajloknak az exportalasaval készultek el a html fajlok és a hozza kap-
csolddo szintén ggb kiterjesztésl munkalapok.
A szakdolgozat 3-8. fejezetei konkrét feladatok megoldasan keresztul mutatja be a
program hasznalatat és miakodését, a mellékletek segitségével. Minden egyes pél-
dahoz, amihez munkalap is tartozik, ahhoz abra és hivatkozas is talalhat6 a dolgo-
zatban, megkonnyitve a navigalast a melléklet és a dolgozat kdzaott.
Ha a szakdolgozattal parhuzamosan a mellékleteket is hasznaljuk, akkor bizonyo-
sodhatunk meg a GeoGebra sokoldaltsagarol. Lathatova valik, hogyan tudjuk
hasznalni a programot a matematika tananyag legtobb témakorénél, hogyan tudunk
egyszerlibb és Osszetett feladatokat megoldani, Uj anyagrészeket szemléltetni, gya-
korl6 feladatokat ellenérizni. Bemutathatunk vele geometriai szerkesztéseket, bizo-
nyitasokat. Vizsgalhatjuk segitségével a megoldasok szamat, kdnnyen tudunk kovet-
keztetéseket levonni, diszkussziot készithetiink vele.

A dolgozat befejezése az elhangzottak rovid 6sszegzését tartalmazza. Itt irom
le sajat tapasztalataimat a program hasznalatardl, melyeket a gyakorlatban ki is proé-

baltam.

A témavalasztas szempontjai

A szakdolgozat témavalasztasaban tobb szempont is motivalt. Jelenleg kozép-
iskolaban tanitok matematikat és informatikat. Vannak olyan osztalyok, ahol mindkét
tantargyat én tanitom. igy lehet6ségem van arra, hogy e két tantargyat 6sszekap-
csoljam. Nemcsak az informatika éraba szeretném bevinni a matematikat, hanem a
matematika oran is hasznalom a szamitégeépet.

Nyomos érv volt a dolgozat témajanak kivalasztasanal, hogy a matematikaval
kapcsolatos legyen, és hasznalni is tudjam a mindennapi munkaban. Eppen ezért
nagyon is kézenfekvé volt szamomra a GeOGebra valasztasa, ami kimondottan
kozépiskolai segédletként irddott, igy nyilvan jol hasznalhat6é a kozépiskolai matema-
tika oktatasban.

A masik f6 ok a témavalasztasban, hogy gyakran tapasztalom, a mai didakoknak
mennyire unalmas, egyhangu az olyan tandra, ahol csak papir és ceruza all a ren-

delkezésukre. Sokkal jobban fel lehet kelteni az érdekl6désuket, ha hasznaljuk a



szamitdgépet, ami egyébként is kdzel all a mai fiatalokhoz. Eppen ezért a projektoros
szemléltetés nagy segitség az ora szinesebbé tételére.

Tovabbi elénye a program projektoros kivetitésének, ha a tanteremben nincsen meg-
felel6 négyzetracsos tabla. llyenkor a gép segitségével sokkal szebb és igényesebb
szerkesztéseket, rajzokat lehet késziteni, melyeket a diakok is kdnnyebben atlatnak
€s megeértenek.

A elébb felsorolt szempontok szerint, szukségesnek tartom, hogy a diakok és
tanarok hasznaljak a szamitdgépet az informatika éran kivil is, megismerjék a benne
rejlé lehet6ségeket. Igaz, az iskolaban az informatika egy 6nallé tantargy, de nem-
csak itt, hanem mas tantargyaknal is sokrétlen hasznalhatjuk. Erre mutat példat ez a

dolgozat is.



1. Matematikai segédprogramok

Az ilyen szoftverek matematikai szamitasok szamitégépes elvégzésére alkal-

masak. Itt a "szamitasok" szé alatt azonban nem csak pusztan "szamolasra" kell
gondolnunk. Ezek a rendszerek komplex és Osszetett feladatok megoldasara alkal-
masak. Segitségikkel olyan problémak oldhatok meg kénnylszerrel, ami kézzel akar
honapokig is eltarthat, vagy éppen lehetetlen volna.
Sikerrel hasznaljak ezeket a programokat, mind a kutatomunkaban, mind az oktatas-
ban is. A legtdbb ilyen program nem lezart, hanem folyamatosan fejl6d6, valtozé
rendszer, emberek tucatjai foglalkoznak a fejlesztésiikkel. Ma mar a legtobb ismer-
tebb matematikai segédprogramnak megjelent a magyar nyelv( valtozata is.

A matematikai programokat csoportosithatjuk aszerint, hogy milyen problémak
megoldasara tervezték. igy beszélhetiink specialis, és altalanos célu rendszerekrél.
A specialis rendszerek csak bizonyos feladatok megoldasara alkalmas, viszont ha-
tékonyabbak, igy inkabb a kutatas teruletén hasznaljak 6ket.

Szamunkra az altalanos célu szoftverek az érdekesek, amelyek viszonylag na-
gyobb terlletet Olelnek fel, tobb probléma megoldhatd segitséglikkel. Ezek a prog-
ramok azok, amiket jol hasznalhatunk az oktatasban is. llyen matematikai segéd-
programok pl.: Mathematica, Derive, Maple, Cabri, Euklides és ide tartozik a
GeoGebra s,
A felsorolt programok koézll barmelyiket hasznalhatnank a kdzépiskolai oktatasban,
mindegyik mellett lehet felsorakoztatni érveket. Viszont mindenféleképpen érdeke-
sebbek ezek kdzil a dinamikus rendszerek.
A dinamikus geometriai szoftverek segitségével geometriai szerkesztéseket végez-
hetink el ugyanolyan modon és elven, mintha azt hagyomanyosan végeznénk. A
géppel elkészitett szerkesztések bazispontokra éplinek és az elkészitett szerkesz-
tések a bazispontok mozgatasaval megvaltoztathaték, a valtozasok nyomon kévethe-
ték. A dinamikus geometriai rendszereket a nevukbél kdvetkezé6en DGS-nek is neve-
zik és ezeknek a programoknak a kovetkezd kozos jellemzbit lehet felsorakoztatni:
» Interaktivitas azt jelenti, hogy a szerkesztés bazispontjai megfoghatdk és
szabadon athelyezhet6k a sikon és a szerkesztett abra ugy valtozik, hogy az
objektumok kdzotti kapcsolat megmarad. Az interaktivitas oriasi elény akkor,

ha megfigyeléseket, kovetkeztetéseket szeretnénk levonni egy-egy szerkesz-



tésbdél. Segit a megoldasok szamanak vizsgalataban, a diszkusszié meghata-
rozasaban.

» Animacié Iényege abbdl all, hogy a bazispontunk végigfut egy elére meghata-
rozott objektumon és minden egyes fazisban megjelenik az aktualis szerkesz-
tésnek megfelelé abra. Jelent6sége a latvanyossagabol kovetkezik, vagyis
igen jo motivacios tényez6 az oktatasban.

» Nyomvonal megjelenités a mértani hely meghatarozasan alapulé feladatok-
nal lathato. llyenkor a bazispont végigfut egy alakzaton és a téle fliggé masik
pont altal megjelenitett vonalat nevezzik nyomvonalnak.

> Szerkesztés visszajatszasa, vagy lejatszasa annyit jelent, hogy a mar elké-
szitett szerkesztést akarhanyszor visszanézhetjuk és elemezhetjuk. Lényeges
lehet az Uj ismeretek megértésénél, az osszefliggések keresésénél.

A dinamikus programok kozé tartozik a Ge©Gebra program is. Amely -mint latni
fogjuk- a sokoldalusaga mellett, kdonny(l kezelhetéségével és grafikajanak j6 minésé-
gevel is kiemelkedik a tobbi program kozul.

A szoftver nagy elényei kdzé tartozik, hogy |étezik magyar nyelvil valtozata. Tovabbi

oriasi elénye, hogy mindenki szamara ingyenesen elérheté a www.geogebra.org ol-

dalon. A programot a hasznalathoz, még csak telepiteni sem kell. A program haszna-
lata platform fliggetlen, Windows operacios rendszer alatt is mikodik. A program
muikodéséhez Java plugin-re van szukseg, ami szintén ingyenesen letoltheto.

igy lathato, hogy GeoGebra programhoz barki hozzaférhet és barmelyik ok-
tatasi intézményben szabadon lehet hasznalni. Most mar a GeoGebra 3.0 verzidja
is letdlthetd, de a dolgozat elkészitésekor én a GeoGebra 2.7.1 verzidjat hasznal-
tam. A tovabbiakban errél a matematikai segédprogramrél lesz sz6 részletesen. EI6-

sz0r ismerkedjink meg magaval a program felépitésével, szintaktikajaval.


http://www.geogebra.org/

2. Programismerteto

A GeoGebra az elsbb targyaltak szerint altalanos céli matematikai prog-

ramnak tekinthetd, mely harom témakoart is feldlel. Témajaban kapcsolédik a geomet-
riahoz, algebrahoz és a szamitasi feladatokhoz. Az elnevezés is erre utal: geo geo-
metriat, gebra pedig algebrat jelent. Kozépiskolai oktatasi segédletként irta Markus
Hohenwarter a Salzburg Egyetemen.
A GeoGebra egyrészt egy dinamikus geometriai szoftver. Megadhaték benne pon-
tok, vektorok, szakaszok, egyenesek, kupszeletek és még sok minden mas, amik a
késbbbi szerkesztés soran dinamikusan megvaltoztathatok. Masrészt kozvetlenul
megadhatodk egyenletek és koordinatak is. gy lehetéséget biztosit szamok, vektorok
és pontok valtozoként valo kezelésére; fuggvények derivaltjanak és integraltjanak
meghatarozasara, szélséértéek feladatok megoldasara.

Ez a két tulajdonsag hatarozza meg a GeoGebra jellegzetességét: egy kife-
jezés az algebra ablakban megfelel egy objektumnak a geometria ablakban, és vi-
szont. Eppen ezért megtehetjilk, hogy magat az objektumot vessziik fel a geometria
ablakban és ekkor megkapjuk az alakzathoz tartozé kifejezés egyenletét, vagy fordit-

va.

2.1. Altaléanos jellemzék

A GeoGebrd program elinditdsa utan az 1. abran lathaté felllet jelenik meg,

Fé&jl Szerkeszés Ezet Bedlitasok Ablak Sugd

10 Szabad alakzatok
10 Fggd alakzatok
0 Segéd alakzatok

Geometriai ablak

Algebra ablak 5 -a 2 - 0 2 4 6 8 0 2 1 15 18

Navigacios
h eszkoztar
Parancssor |~
EERIERL RN » Lejatszas |[ 23] (D |
Méd: Mozgatas x:y=1:1

Parancs:
Py Cror B\
1 r £ X

= ¥|a ¥ Parancs




A program indulé ablakanak részei:

» Mentsor a program altal elérhet6 funkcidkat tartalmazza. A részletes leirast a
2.2. pontban targyalom.

» Eszkoztar az adatok, objektumok geometriai uton valé bevitelére szolgal. Az
eszkoztar ikonjait kattintassal tudjuk kivalasztani a megfelelé csoport legordilé
listabol, melyet az ikonok sarkan talalhaté kis haromszdog jelez. Az aktualisan
kivalasztott ikon keretezetten jelenik meg. Valamint a parancssor feletti alla-
potsor jelzi az aktualis médot. A modok részletes ismertetésére a 2.3. pontban
kerdl sor.

» Algebrai ablak a program objektumainak értékét, vagy képletét tartalmazza.
Megkulonboztetiink szabad alakzatokat, fliggd alakzatokat és segéd alakzato-
kat. A Szabad alakzatokat mi vesszik fel és ezeket a sikon szabadon moz-
gathatjuk, mig a Fuggé alakzatokat nem tudjuk mozgatni, hanem a szabad
alakzatok fuggveényében valtoznak. A Segéd alakzatok k6zé mi helyezhetink
tetszélegesen kilénb6z6 alakzatokat.

» Geometriai ablak, vagy Rajzlap az alakzatok megjelenitésére szolgal. A rajz-
lap beallitasait a Beallitasok menii / Rajzlap almenunél tudjuk megvaltoztat-
ni.

» Navigacios eszkoztar segitségével a mar elkészllt szerkesztés Iépésein tu-
dunk oda-vissza lépegetni. A Lejatszas gombra kattintva pedig a teljes szer-
kesztés menetét tudjuk visszajatszani a megadott sebességgel. A lejatszas
gomb mellett talalhaté ikon pedig a Szerkeszt6é protokoll, ami a szerkesztés
|épéseit mutatja sorrendben, feltlintetve az adott alakzatok definicidjat is.

» Parancssor pedig az adatok, objektumok koézvetlen, algebrai bevitelére szol-
gal. A parancsok szintaktikajat is bemutatom, parhuzamba allitva a megfeleld
eszkoztaron talalhat6 ikonokkal.

Lathatjuk, hogy objektumokat a rajzlapon kozvetlenul, parancsok segitségével is fel-
vehetlnk, vagy az eszkoztar ikonjainak segitségével is megjelenithetunk. Mindkét
esetben megkapjuk magat az alakzatot a rajzlapon és az alakzat képletét az algebra
ablakban.

Ha az alakzat képletére kattintunk jobb egérgombbal az algebra ablakban, vagy
magara az alakzatra a geometriai ablakban, akkor megjelenik az adott objektumhoz

tartozo 2. abran lathaté Kornyezeti menii, ami alakzatonként kissé modosul.



A meni segitségével tudjuk az alakzatot Gjra definialni, meg IESEESEEERRESE

Egyenléségy =k x +d

tudjuk hatarozni az alakzat és a felirat lathatésagat. Paraméteres forma

alakzat megjelenitése

A Tulajdonsagok meniipont alatt pedig az alakzat formatumait . fers megentess

Nyomvonal

tudjuk modositani: alakzat szine, vonalstilus, vonalvastagsag. Segéd alakzat

# Ujra definial

Itt tudjuk beallitani, hogy a felirat mellett az érték is lathatd le- . parancssor

4 Torlés

gyen. Itt modosithatd, hogy az alakzat fix legyen-e.  Atnevezés

= Tulajdonsagok

2. abra

2.2. Meniipontok

2.2.1. Fajl menu

Szokasos meniipontokon - Uj, Megnyitas, Mentés, Bezaras - kiviil, érdemes

kiemelni a kovetkezd két menupontot:

>

Nyomtatasi kép, melynél a Rajzlap és a Szerkeszté Protokoll is megnézhetd
nyomtatasi formaban. Mindkét esetben megadhat6 a szerkesztés cime, szer-
z6je és datuma, valamit a nyomtatasi kép legfontosabb jellemzéi.

Export, mely kovetkez6 almenupontokat tartalmazza:

v' Dinamikus munkalap, mint Weblap (html) esetén, az export ablak-

ban megadhatd a szerkesztés cime, a szerz6 és a datum. irhaté a
szerkesztéshez magyarazo szoveg a szerkesztés elé és utan. Ide kerul
beagyazasra maga a szerkesztés, melynek a mérete pixelben megad-
hat6. Exportalaskor harom fajl keletkezik egyszerre, melyeknek egy
konyvtarban kell lennie, hogy a dinamikus munkalap mikodjon. Az igy
elkészllt exportalt fajl barmilyen béngészével megnézhet (Java kor-
nyezet itt is szikséges) és szamos szovegszerkesztdvel szerkeszthetd.
Az elkészilt harom fajl:

» html f3jl, ez tartalmazza a munkalapot,

= ggb fajl, ami a szerkesztést tartalmazza,

= geogebra.jar, ami lehetbvé teszi, hogy a szerkesztés interaktiv

legyen.

Szerkesztd protokoll, mint Weblap (html), ahol a szerkeszté protokoll
a szerkesztés lépéseit tartalmazza idérendi sorrendben, tablazatba
rendezve. llyenkor az export ablakban megadhat6 a szerkesztés cime,
szerz6je és a szerkesztési datum. Természetesen a munkalap mérete

is megadhatdé, valamint, hogy a szerkeszt6 protokoll mellett a szerkesz-

-10 -



tés képe is lathato-e. Az igy elkészult weblap bongészével megnézhe-
to.

v' Rajzlap, mint kép (png, eps) exportalas esetén valaszthatunk, hogy a
képet png formatumban pixel grafikus képként mentsuk el, vagy eps
formatumban vektorgrafikus képként. A png formatumu kép felbontasa
szabalyozhat6 72-600 dpi kdzott, mig az eps formatumu kép felbontasa
fixen 72 dpi.

v' Rajzlap vagolapra masolasa esetén, egy png formatumu, képernyé
nagysagu képet masolunk a vagolapra. Elénye, hogy mentés nélkul

tudjuk a vagolapon Iévé képet mas dokumentumokba beszurni.

2.2.2. Szerkesztés

A Visszavonas és Ujra pontokon kiviil, a Tulajdonsag meniipont talalhato itt.
Ha az utobbi menupontot valasztjuk, akkor a megjelené ablakban az aktualis doku-
mentum alakzatai lathatok. A kivalasztott objektum tulajdonsagai pedig megvaltoz-
tathatok.

2.2.3. Nézet

A meni pontjainak segitségével meg tudjuk hatarozni, hogy mit latunk az ab-
lakban. Megadhato, hogy a rajzlapon lathatok-e a Tengelyek és a Racs.
Bezarhatd az Algebra ablak, vagy Vizszintes vagassal a rajzlap ala helyezhet6. Ha
nem szeretnénk lattatni a Segéd alakzatokat, akkor ezek eltlintethet6k.
Tovabba szabalyozhaté a Parancssor, a Parancslista, a Navigaciés eszkoztar, a

Lejatszas gomb és a Szerkeszt6 Protokoll lathatosaga.

2.2.4. Beallitasok
Az aktualis szerkesztésre vonatkozo6 globalis tulajdonsagok itt moédosithatok.
A kovetkezd tulajdonsagok valtoztathatok meg:
» Pont elfogas, melynél megadhatjuk, hogy a pont elfogas racson torténjen,
igy kdnnyebben tudunk egész racspontu pontokat kijelolni a rajzlapon.
» Sz0g egysége, ahol a sz0g mértékegységét adhatjuk meg. Két lehetdség:
Fok, Radian.

» Tizedes hely beallitasanal 0-5 tizedes jegy pontossaggal szamolhatunk.
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» Pont stilus, ahol a valaszthat6 lehet6ségek: @,0,X.

» Koordinatak menupontnal tudjuk megadni, hogy a pontok koordinatai milyen

alakban jelenjenek meg: A(x|y) vagy A=(x,y).

» Grafika, ahol a rajz minéségét szabalyozhatjuk.

> Betliméret, melyet pontban kell érteni és megadni.

» Nyelv, melynél a teljes program nyelvezete megvaltozik, beleértve a paran-

csokat is.

» Rajzlap, ahol a hattér szinét, a tengely és a racs beallitasait szabalyozhatjuk.

2.2.5. Ablak

Ez a menupont megjelenit egy uj ablakot, mely segitségével parhuzamosan

tudunk tobb szerkesztést késziteni.

2.2.6. Sugo

A Licensz és a Névjegy mellett a Sugé a GeoGebra kézikényv magyar

nyelvl forditasat tartalmazza.

2.3. Eszkoztar ikonjai, médok

Az alabbi tablazat az eszkoztaron talalhato ikonok, modok jelentését és keze-

lését tartalmazza csoportositva. Ha az alakzatokat az ikonok segitségével vesszuk

fel a geometria ablakban, akkor a program automatikusan elnevezi 6ket.

Altalanos médok
K Mozgatas szabad alakzatok mozgathatok
Q' Pont koéruli forgatas elészor a forgatas kozéppontjat kell
(S} kijelolni, és a szabad alakzatok forgat-
_ hatok
= Szdveg beszurasa az ikon kijelolése utan a rajzlapon kat-
L9 tintva megjelenik egy parbeszédablak,
amibe a szdveget irjuk
_’ Kép beszurasa rajzlapon kell kijelolni a kép bal also
- sarkat, és ezutan jelenik meg a parbe-
szédablak
2, Kapcsolat alakzatok kozott | ki kell jelOIni a két alakzatot
& Rajzlap mozgatasa a koordinatarendszert mozgatjuk
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a [ e Nagyitas, kicsinyités rajzlapon kattintva
5 Alakzat mutatasa/ elrejtése | algebra ablakban a korlap szine jelzi,
hogy az alakzat lathaté-e vagy sem -
kék: igen, fehér: nem-
AN Felirat mutatasa/ elrejtése
o Vizualis stilus masolasa
T Alakzatok torlése
Pontok
- Uj pont
> Két alakzat metszéspontja | két alakzat metszetén kattintunk, de
Ay igy egyszerre csak egy metszéspont
hozhaté létre
. Felez6pont, k6zéppont kijeloljuk a két pontot
Egyenes, szakasz, sokszog
L~ Egyenes két ponton at
/V Szakasz
P Szakasz pontbdl adott ta- | pont kijelolése utan a parbeszédablak-
- volsaggal ban adjuk meg a szakasz hosszat
7 Félegyenes elészor a félegyenes kezddpontjat je-
L4 I8ljuk Ki
7 Vektor kezd6pont elészor, majd a végpont
? Vektor pontbal elészor a pontot, majd a vektort kell
% kijelolni
A Sokszog
Ponthalmazok
. Merdéleges kijelolés sorrendje: el6szor a pont,
Ty majd az egyenes
[——] Parhuzamos
7 Szakasz felez6 szakasz végpontjait jeldljuk ki
? Szogfelezd harom pontot kell kijel6Ini
g Erint6k el6szor a pontra, majd a kupszeletre
7 v kell kattintani
EI Polaris
Kor, koriv, korcikk
g Kor k6zépponttal és kertleti | el6szor a kézéppont, majd a keruleti
v ponttal pontot adjuk meg
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Kor kdzépponttal és sugar-
ral

kdzéppont utan, a parbeszédablakba
kell beirnunk a kor sugarat

Koré irt kor

kijelolend6 a harom pont

Két pontra illeszkedd félkor

Koriv kozépponttal, és két
pontjaval

Harom pontra illeszked6

koriv

Korcikk kdzépponttal és két
pontjaval

Harom pontra illeszked6

korcikk

O] 2] 2] 10 ) o)

Kupszelet 6t ponton at

(2

z0g, tav

olsag, mértani hely

&

Szdg

harom pont kijeldlése, pozitiv korulja-
rasi irany

2

Szdg adott mérettel

két pont kijel6lése utan a parbeszéd-
ablakban megadhatjuk a sz6g nagysa-
gat és koruljarasi iranyat

X

om Tavolsag kijelolend6 a két alakzat
as2 Csuszka ikon kivalasztasa utan a rajzlapon kat-
== tintva megjelenik egy parbeszédablak,
melyben megadhatdk a csuszka tulaj-
donsagai
Mértani hely

Geometri

ai transzformaciok

<1

Centralis tikrozés

el6szor a tukrozendd alakzatot, majd a
k6zéppontot kell kijeldlni

Tengelyes tukrozés

el6szor a tukrozni kivant alakzatot,
majd a tengelyt jeldljuk ki

|

Pont kordli forgatas adott
szoggel

kijelolend6 a forgatni kivant alakzat,
majd a centrum és utana a forgatas
szdge és iranya

Eltolas vektorral

elészor az alakzatot, majd az eltolas
vektort kell kijeldlni

i |

Centralis nyujtas

alakzat, majd kozéppont Kkijeldlése
utan adjuk meg a nyujtas eldjeles
nagysagat
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2.4. Kozvetlen adatbevitel

A GeoGebra mint az elébbiekben lattuk, szamokat, pontokat, szakaszokat,
egyeneseket, vektorokat, szogeket és kulonb6z6 kupszeleteket tud kezelni.
Most megnézzuk, hogyan tudjuk ezeket az alakzatokat a koordinataik, illetve az
egyenleteik segitségével létrehozni. llyenkor a parancssorba gépeljuk be az alakzat
adatait.
Kozvetlen adatbevitel esetén lehetéségunk van az alakzatoknak nevet adni. Pl.:
P=(3,5). Az alakzatok nevében hasznalhatok indexek. Pl.: P; a kdvetkezdképpen
adhato meg: P_1.
Mind a szamok, a koordinatak és az alakzatok egyenletének bevitelénél hasznalhat-

juk a szokasos aritmetikai miveleteket: +, -, *,/, ", ! és a zarojelet () is.

2.4.1. Szamok és szogek

A szamok megadasakor a ,.” jelenti a tizedesvessz6t. A megadott szamot,
csak annyi tizedes jeggyel veszi figyelembe a program, amennyi a Beallitasok me-
nuben meg van hatarozva.

Szam megadasa pl.: i=3.25.

A sz6gek megadhatok fokban és radianban is. Tovabba a sz6geknél meghata-
rozhatd, hogy a reflex szoget engedélyezziik-e. Amennyiben nem engedélyezzik a
reflex szdget, ugy a program a két félegyenes altal bezart szogek kozul automatiku-
san a kisebbet adja, vagyis a szd6g nagysaga kisebb 180°. Mig a reflex szdg esetén
180°-nal is nagyobb szdget is kaphatunk eredményként.

Sz6g megadasa pl.: a=45°, vagy B=pi/4.

A szabad szamok és szdgek értekét meg tudjuk valtoztatni, ha hozzajuk csuszkat
rendellnk. Itt megadhaté a szamhoz, vagy szogh6z rendelheté intervallum. De sza-
bad szamok és szdgek esetén az alakzat Kornyezeti menuijének Tulajdonsagok

pontjanal is be tudjuk hatarolni az intervallumot [min, max].

2.4.2. Pontok
A pontok és vektorok megadhatdk a szokasos Descartes-féle koordinatakkal,
de megadhatok polar koordinatakkal is. A pontokat a szokasos modon nagy betlkkel

jeloljiik.
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Pont megadasa:
» Descartes-féle koordinatakkal: P=(0,1),
» Polar koordinatakkal: P=(1,90°).

2.4.3. Egyenesek
Az egyenes megadhato linearis egyenletével, vagy paraméteres formaban.

A linearis egyenletben x és y valtozé hasznalhatd. A paraméteres alakban pedig X
és t valtozo és elére megadott pont és vektor hasznalhaté.
Az egyeneseket kis betlvel jeldljuk, és : valasztjuk el.
Egyenesek megadasa:

» linearis egyenlettel e: 2*x-3*y=5,

» paraméteres alakban f: X=(2,-1)+t*(3,2).
A két koordinatatengely a nevikkel megadhato: xTengely, yTengely.

2.4.4. Kupszeletek
A kupszeletek masodfoku egyenleteikkel adhatok meg, explicit és implicit for-

maban. A kupszelet nevét ,.” kell elvalasztani az egyenlete elbtt.
Példak:

> kor egyenlet: k1: (x-2)?+(y-1)%=16 vagy k2: x?+y?-4*x-2*y=11,

> parabola egyenlete: p: (x-3)?+2=y?,

> ellipszis egyenlete: e: 9*x*+16*y?=144,

> hiperbola egyenlete: h: 9*x2-16*y?=144,

2.4.5. Fuggvények
A fiiggvények beviteléhez hasznalhatiuk a Ge0Gebra pels fiiggvényeit,
vagy mar a korabban definialt szamokat, valtozokat, fuggvényeket. A fuggvények

nevet f(x), g(x) jeldlhetjuk és nevik utan egyenlségjelet kell irnunk.

A beépitett fliggvények:
> X(): x koordinata > round(): kerekités
> ¥(): y koordinata > floor( ): szamnal nem nagyobb
> abs(): abszolut érték legnagyobb egész
> sgn(): elgjel > ceil(): szamnal nem kisebb
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sqrt( ): négyzetgyok atan( ). arc tangens

exp( ): exponencialis sinh(): szinusz hip.
log( ): logaritmus (e alapu) cosh(): koszinusz hip.
sin(): szinusz tanh(): tangens hip.
cos( ): koszinusz asinh( ): szinusz antihip.

tan(): tangens acosh( ): koszinusz antihip.

YV V V V V VY V

asin( ): arc szinusz atanh( ): tangens antihip.

V V V V VYV VY V V

acos( ): arc koszinusz

Tovabbi példak osszetett fuggvények létrehozasara:
> f(x)=2*log(x-1),
> g(x)=sin(f(x)),
> h(x)=g’(x), ahol g’ a derivalt fliggvényt jelenti.

Az igy létrehozott fuggvények természetesen ujra definialhatok és a szabad fuggve-
nyek mozgathatok az egérrel.

Viszont kézvetlen adatbevitel esetén nincs lehetéséglnk a fliggvényeknek egy adott
[a, b] intervallumon torténd abrazolasara. Ezt a problémat, mint Iatni fogjuk a kdvet-

kez6 fejezetben parancs segitségével tudjuk megoldani.

2.5. Parancsok

A parancsok segitségével létre tudunk hozni Uj alakzatokat, illetve a mar meg-
lévéket modosithatjuk. Az alakzatoknak itt is tudunk nevet adni a szokasos maodon.
Pl.: M= Metszéspont]e,f]

Nézzik meg a parancsokat, csoportositva:

2.5.1. Altalanos parancsok
> Kapcsolat[a alakzat, b alakzat]: egy (zenet ablakban megmutatja a két alakzat
kapcsolatat

> Torlés[alakzat]: torol egy alakzatot, minden leszarmazottjaval
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2.5.2.

YV V V V Y

N
6]
YV V. .V ¥V V V VYV V V

N
o
N

vV V V ¥V VYV V V

Pontokkal kapcsolatos parancsok

Pont[alakzat]: pont az alakzaton, ahol az alakzat lehet egyenes, félegyenes,
szakasz, vektor, kupszelet és fliggvény

Pont[A pont, v vektor]: A ponthoz képest a v vektorral eltolt pontot kapunk
Metszéspont[a alakzat, b alakzat]: a két alakzat 6sszes metszéspontjat megad-
ja, ahol az alakzat lehet egyenes, kupszelet, fliggvény és polinom.
Metszéspont[a alakzat, b alakzat, n szam]: a két alakzat n. metszéspontjat adja
Kozéppont[A pont, B pont]: A és B pontok felezépontja

Kozéppont[szakasz]: a szakasz felezépontjat adja

Sulypont[sokszdg]: a sokszdg sulypontjat adja

. Egyenesek, szakaszok, sokszogek

Egyenes[A pont, B pont]: két pontra illeszked® egyenes

Egyenes[A pont, e egyenes]: A pontra illeszked6 e-vel parhuzamos egyenes
Egyenes[A pont, v vektor]: A pontra illeszked6 v iranyvektort egyenes
Félegyenes[A pont, B pont]: A kezd6pontu B-re illeszkedd félegyenes
Félegyenes[A pont, v vektor]: A kezd6pontu v iranyvektoru félegyenes
Szakasz[A pont, B pont]: két pont altal hatarolt szakasz

Szakasz[A pont, a szam]: A kezdépontu a hosszUsagu szakasz

Sokszag[A pont, B pont, C pont ...]: pontok altal hatarolt sokszog

Terulet[soksz0g]: a sokszdg terlilete

. Vektorokkal kapcsolatos parancsok

Vektor[A pont B pont]: A kezd6épontu vektor

Vektor[pont]: a pont helyvektora

Irany[egyenes]: az egyenes egy iranyvektorat adja
Egységvektor[egyenes]: az egyenes egységnyi hosszu iranyvektorat adja
Egységvektor[vektor]: vektor egységvektora

Normalvektor[egyenes]: az egyenes egy normalvektorat adja

Normalvektor[vektor]: vektorra meréleges vektort ad
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Egységnyinormalvektor[egyenes]: egyenes egységnyi hosszlisagu normalvek-
tora

Egységnyinormalvektor[v vektor]: a v vektorra meréleges egységvektor
Meredekség[egyenes]: egyenes meredekségét adja, és kirajzol egy meredek-

ségi haromszoget

. Ponthalmazok

Merdleges[A pont, e egyenes]: A pontra illeszked6 e-re merdleges egyenes
Merdleges[A pont, n vektor]: A pontra illeszkedé n normalvektort egyenes
Szakaszfelez6[A pont, B pont]: az AB szakasz felezémerélegese
Szakaszfelez6[s szakasz]: s szakasz felezémerélegese

Szaogfelezo[A pont, B pont, C pont]: ABC szdg szdgfelezbje

Szogfelezd[e egyenes, f egyenes]: két egyenes mindkét szogfelezdje

Erint6[A pont, f fiiggvény]: fliggvény érintéje x=x(A) pontban

ErintS[A pont, ¢ kipszelet]: egy kupszelet A pontbdl huizhaté érintsi

Erint6[e egyenes, ¢ kipszelet]: egy kupszelet e egyenessel parhuzamos érintéi

Polaris[A pont, ¢ kiipszelet]: A pontnak a kupszeletre vonatkozé polarisa

. Kor, koriv, korcikk

Kor[O pont, r szam]: O kézéppontu r sugart kor

Kor[O pont, s szakasz]: O kbzéppontu s sugaru kor

Kor[O pont, A pont]: O kézéppontu A kertileti pontt kor

Kor[A pont, B pont, C pont]: harom pontra illeszkedd kor

Sugar[kor]: egy kor sugara

Félkor[A pont, B pont]: a két pontra rajzolt félkor

Koriv[O pont, A pont, B pont]: O kbzéppontu A, B pontok kozotti koriv
Koriv2[A pont, B pont, C pont]: harom pontra illeszked® koriv
Korcikk[O pont, A pont, B pont]: O kdzéppontu kércikk

Korcikk2[A pont, B pont, C pont]: harom pont altal hatarolt korcikk
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2.5.7. Kupszeletekkel kapcsolatos parancsok
Altalanos parancsok:

> Kupszelet[A pont, B pont, C pont, D pont, E pont]: 6t pontra illeszkedé kupszelet
Kozép[kupszelet]: egy kuipszelet kdzéppontja (kor, ellipszis, hiperbola)

Fokusz[kupszelet]: egy kupszelet fokuszait adja

YV V V

Csucspont[kupszelet]: egy kupszelet 6sszes csucspontja (klpszelet és a ten-
gelyek metszéspontja

Excentricitas[kupszelet]: egy kipszelet excentricitasat adja
Tengelyek[kupszelet]: egy kupszelet mindkét tengelye

Nagytengely[kupszelet]: egy kupszelet nagytengelye

Kistengely[kupszelet]: egy kupszelet kistengelye

YV V V V VY

Atméré[e egyenes, ¢ kiipszelet]: kupszelet e egyenessel parhuzamos atméréje
> Atmérd[v vektor, ¢ kipszelet]: a kupszelet v iranyvektoru atméréje
Parabola
> Parabola[F pont, v egyenes]: F fékuszpontu, v vezéregyenes(i parabola
> Paraméter[parabola]: parabola paramétere
> Vezéregyenes[parabola)]: parabola vezéregyenese
Ellipszis
> Ellipszis[F pont, G pont, a szam]: két fokuszaval és nagytengelyének hosszaval
adott ellipszis
> Ellipszis[F pont, G pont, s szakasz]: két fokuszaval és nagytengelyének hosz-
szaval adott ellipszis
Hiperbola
> Aszimptota[hiperbola)]: a hiperbola mindkét aszimptotaja
> Hiperbola[F pont, G pont, a szam]: két fokuszaval és valos tengelyének hossza-
val (a) adott hiperbola
> Hiperbola[F pont, G pont, s szakasz]: két fokuszaval és valos tengelyének hosz-

szaval (s) adott hiperbola

2.5.8. Szog
> Szog[A pont, B pont, C pont]: harom pont altal hatarolt szdg

> Szog[e egyenes, f egyenes]: két egyenes altal bezart szog
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2.5.9.

vV V V VY

Szog[u vektor, v vektor]: két vektor altal bezart szog
Szog[vektor]: vektor és az x tengely altal bezart szog
Szog[pont]: pont helyvektora és az x tengely kozotti szog
Szog[szam]: szog atalakitasa radianna

Szog[sokszag]: sokszdg Osszes bels6 szogének nagysaga

Hosszusag, tavolsag

Hossz[vektor]: vektor hossza

Hossz[pont]: ponthoz tartozé helyvektor hossza

Tavolsag[A pont, B pont]: két pont tavolsaga

Tavolsag[A pont, e egyenes]: pont és egyenes tavolsaga

Tavolsag[e egyenes, f egyenes]: két egyenes tavolsaga, metsz6 egyenesek ta-

volsaga értelemszerien 0.

2.5.10. Mértani hely

>

Mértani hely[P pont, Q pont]: abrazolja Q pont, P ponttdl figgé helyét, mig P

pont végighalad egy alakzaton

2.5.11. Fuggvények, polinomok

>

vV VYV V VY VY

Fuggvényl f fliggvény, a szam, b szam]: [a, b] intervallumon abrazolja f fligg-
vényt

Polinom(f fiiggvény]: abrazol egy polinom fliggvényt

Derivalt[f fliggvény]: f fliggvény derivalt fliggvénye

Derivalt[f fliggvény, n szam]: f fliggvény n. derivaltja

Integral[f fuggvény]: f figgvény hatarozatlan integralja

Alsdosszeg [f fliggvény, a szam, b szam, n szam]: f fliggvény [a, b] intervallumon
vett alséosszege n beosztassal

Fels66sszeg[f fliggvény, a szam, b szam, n szam]: f fliggvény [a, b] intervallumon
vett fels6dsszege n beosztassal

Integral[f figgvény, a szam, b szam]: f fliggvény [a, b] intervallumon vett

Gyok[f fiiggvény, a szam, b szam]: f fliggvény egy gyoke az [a, b] intervallumon

Gyok[polinom]: polinom &sszes gyoke
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> Szélsbérték[polinom]: polinom 6sszes helyi szélsGértéke

> Inflexiéspont[polinom]: polinom dsszes inflexiés pontja

2.5.12. Geometriai transzformaciok

> Tukrozés[alakzat, O pont]: egy alakzat minden pontjat O pontra tlikrézi centrali-
san, az alakzat lehet pont, egyenes, szakasz, sokszdg, kupszelet vagy kép

> Tukrozés[alakzat, t egyenes]: egy alakzat minden pontjat t tengelyre tiikrozi
tengelyesen, az alakzat lehet pont, egyenes, szakasz, sokszdg, kupszelet
vagy kép

> Eltolas[alakzat, v vektor]: egy alakzat minden pontjat v vektorral eltolja, az
alakzat lehet pont, egyenes, szakasz, sokszog, kupszelet, figgvény vagy kép

> Forgatas[alakzat, ¢ sz0g]: egy alakzat minden pontjat az origé mint kézéppont
koral @ szodggel elforgatja, az alakzat lehet pont, egyenes, szakasz, sokszdg,
kupszelet, fUggvény vagy kép

> Forgatas[alakzat, ¢ szog, O pont]: egy alakzat minden pontjat az O pont koril ¢
szOggel elforgatja, az alakzat lehet pont, egyenes, szakasz, sokszdg, kupsze-
let, figgvény vagy kép

> Nyujtas[alakzat, O pont, k szam]: egy alakzat O kézéppontu k aranyu centralis
nyujtasa, ahol az alakzat lehet pont, egyenes, szakasz, sokszdg, kupszelet

vagy kép.

Mint a fejezet elején emlitettem, a GeoGebra kézépiskolai segédletként készillt.
Eppen ezért célszerli megnézni, hogyan hasznalhaté a program a kbzépiskolai ma-
tematika tanitasban és tanulasban. A kdvetkez6 fejezetekben a kodzépiskolai mate-
matika tananyagon végighaladva, sorban be fogom mutatni, hol és hogyan tudjuk

hasznalni a programot a matematika oktatasban.
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3. Fiiggvények a GeoGebra-pan

Fuggvények abrazolasahoz célszer(, ha a program inditasa utan a Nézet me-
nuben beallitjuk, hogy a Tengelyek és a Racs is lathato legyen. Ha szukséges, ak-
kor a Beallitasok menlben a Rajzlap pontnal a tengelyek és a racsozas tulajdonsa-
gait is megvaltoztathatjuk. Itt tudjuk az egyenesek stilusat, a beosztas nagysagat, a
tengelyek aranyat és az egységet is megvaltoztatni. Példaul az egység beallitasra,
mint latni is fogjuk, a trigonometrikus fuggvényeknél is szikség lesz.

Flggvényekkel 9., 10. és 11.-es tananyagban talalkozhatunk. Ebben a feje-
zetben évenként csoportositva sorba veszem a kdzépiskolaban hasznalt fliggvénye-
ket és megnézem, mikor és miért érdemes hasznalnunk a programot.

Ebben a fejezetben szdba kerulé munkalapokat a melléklet Fliggvények fejezete
tartalmazza. A melléklet fejezetei és azon belll alfejezetei és a dolgozat parhuzam-

ban vannak.

3.1. Fiiggvények a 9. évfolyamon

Ebben az évben ismerkednek meg a tanuldk a linearis, abszolut érték, masod-
foku, négyzetgyok és tortfuggveényekkel. Fel kell ismernitk a figgvények alakjat, tud-
niuk kell a fuggvényeket értéktablazat nélkul abrazolni, és ismerniuk kell a figgvény
transzformacio lépéseit. Mindezek szemléltetésére és az Uj anyag megértésében is

segitségunkre lehetnek a kovetkez6 munkalapok.

3.1.1. Linearis fuggvény

Mar altalanos iskolaban is abrazolnak a diakok linearis figgvényeket, de tobb-
nyire csak értéktablazat hasznalataval. Sok tanulénak nehéz megértetni a linearis
fuggveény képlete és grafikonja kozti 6sszefliggést, ami lehetévé teszi a fliggvény tab-
lazat nélkili abrazolasat.

Mint tudjuk, a linearis figgvény altalanos alakja: f(x)=mx+b.
Megtehetjuk azt, hogy ugy abrazoljuk a linearis fuggvényt, hogy a képletben szerepld
m és b helyére konkrét szamokat irunk. Ha az a célunk, hogy egy adott linearis fligg-
vényt abrazoljunk, akkor nincs mas teendénk, mint kozvetlen adatbevitellel a pa-
rancssorba beirni a fliggvény hozzarendelési szabalyat. Pl. 3*x-5 és a program kiraj-
zolja a konkrét fuggvény grafikonjat. A program ezen tulajdonsagat is jol tudjuk hasz-

nalni, ugyanis mindenféle el6készulet nélkul gyorsan tudunk fuggvényt abrazolni.
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Ez nagy segitség lehet egy-egy konkrét feladat megoldasaban, vagy csak a példa
ellenérzésében.

Viszont ha az a célunk, hogy a diakok tablazat nélkll gyorsan abrazoljanak flggvé-
nyeket, vagyis megértsék a fuggvény képlete és grafikonja kozti 6sszefliggést, akkor

az abran lathaté munkalapot célszer(i hasznalnunk.

A munkalap megtaldlhaté a me3 12)

melléklet Fliggvények feje- 10]

zet, 9. évfolyam alfejezet
Munkalapl: linearis faggveény

cim alatt. ,
Ennek a munkalapnak a o
. i . T 46 14 12 10 8 6 4 2 Jof2 4 ‘s '8 10 12 14
geometriai ablakat latjuk az 2]
alabbi 3. abran. 4lf13

Az munkalap részletes leira-  Linearis figgvény

altalanos alakja: f(x)=mx +b

sa az alabbiakban olvashato. fix)=3 x -5

A fenti f(x)=mx+b hozzarende- 3. abra

lésben az m és b paraméterek hatarozzak meg a fuggvény képletét és igy a grafi-
konjat. Ezt a két paramétert tudjuk valtoztatni a dinamikus munkalapon a csuszkak
segitségével. Ez a két paraméter a munkalapon Szabad alakzatok kozé kerdil.
Az m paraméter az egyenes meredeksegeét jelenti, melynek megvaltoztatasa hatas-
sal van az egyenes grafikonjara. Nemcsak az egyenes meredeksége, de a kirajzolt
meredekségi haromszog is valtozik, m értékének fliggvényében. A b paraméter érté-
kének valtozasa az y tengellyel valé (0,b) metszéspontot valtoztatia meg. Mindkét
valtozast lathatjuk a linearis figgvény hozzarendelési szabalyaban.
Ha a munkalapon megvaltoztatjuk az m és b paraméterek értékét, akkor jol medfi-
gyelheték a grafikon valtozasai, melyek segitenek a tablazat nélkuli abrazolasaban.
Eppen ezért hasznalhaté a munkalap a tanéran szemléltetésre, az Uj anyag bemuta-
tasara. Természetesen hasznalhatjak a diakok is, az otthoni tanulasban. Segitségik-
re lehet a megértésben, de a hazi feladat ellen6rzésében is.

A feladat megvaldsitasa nagyon egyszerl. El6szor felveszink két csuszkat az

m és b szamoknak. Csuszkat ugy tudunk Iétrehozni, hogy az Eszkézsoron kivalaszt-
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juk a csuszka ikonjat, és a rajzlapon kattintva megjelenik egy beviteli ablak,
amiben be kell allitani, hogy a csuszka sz6g, vagy szam legyen-e. Tovabba meg tud-
juk hatarozni a csuszka intervallumat, beosztasat, helyzetét és szélességét. A bealli-
tasok utan megjelenik egy csuszka a rajzlapon, melyet tetszélegesen mozgathatunk
a rajzlapon és a csuszka kornyezeti menuje segitségével at tudunk nevezni és for-
mazni.

Fontos, a program minden alakzatot automatikusan elnevez az ABC soron kdvetkez6
betljével, a neki megfelel6 formatumban (szakaszokat, egyeneseket kis betlivel,
pontokat nagy betivel). igy célszer(i az a-val jeldlt cstiszkat atnevezni m-re.

Miutan kész a két csuszka, melyeknek a neve m és b lesz, a fliggvényt kell meghata-
roznunk kozvetlen adatbevitellel. Vagyis a parancssorba m*x+b utasitast kell irnunk
és ezzel meg is adtuk a linearis fuggvény hozzarendelési szabalyat. A program érte-
lemszerlen kirajzolja az m és b értékétdl fUggden az aktualis linearis fliggvényt és a
fuggvénynek pedig automatikusan az f(x) nevet adja. Természetesen a kirajzolt
fuggvény formazhato, vonal szine, vastagsaga, stilusa beallithato.

Mivel a figgvény az m és b paramétertdl figg, ezért ez Fliggo alakzatok kozeé kerdl
a munkalapon és igy az 6t meghatarozé paraméterek fuggvényében valtozik.

Ha a flggvény grafikonjara illesztliink egy e egyenest, akkor a parancssorba irt mere-
dekség[e] parancs kirajzol nekiink egy meredekségi haromszoget, ami szintén segit-
het az dbrazolas megértésében. Mivel magara az e egyenesre nincs szikség, csak a
hozzatartoz6 meredekségi haromszogre, ezért célszerli az e egyenest a Segéd
alakzatok kozé sorolni, melyet egyszerlien az egyenes kornyezeti mentjével szaba-
lyozhatunk.

Az elkészult munkalapon igaz az algebra ablak nem lathatd, viszont a fontos infor-

macidkat: altalanos alak, hozzarendelési szabaly szbveg beszurassal a rajzlapon

megjelenitettem. Széveget beszurni az eszkdzsor ikonjaval lehet. Miutan kiva-
lasztjuk az ikont az eszkozsoron, a rajzlapon kattintva megjelenik a beviteli ablak,
ahova be kell irnunk a megjeleniteni kivant szoveget.

Fontos, hogy a szdveget , ” jelek k6zé kell tenni és a paraméterek konkrét értékét
pedig , ” nélkul kell beirni. Amennyiben egymas mellett tobb dolgot szeretnénk meg-
jeleniteni, ugy azokat + jellel kell 6sszekapcsolni.
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Ebben a feladatban a beviteli ablakba a hozzarendelési szabaly megjelenitéséhez a
kovetkezd utasitast irtam be: ,f(x)="+f .
Az elkészllt szovegrészek a tobbi alakzathoz hasonléan a rajzlapon tetszélegesen
athelyezhetdk és formazhaték.

Osszegezve elmondhatjuk, hogy a feladat megvaldsitasa nem nehéz, viszont
igen szemléletes. Jol lathatok a munkalapon, a linearis fuggvény hozzarendelési
szabalya és grafikonja kdzotti dsszefliggések és ezaltal jol hasznalhaté a matematika

orakon és az otthoni tanulasban is.

2.1.2. Abszolut érték fuggvény

A linearis fliggvények utan az abszolut érték fliggvény kovetkezik a tananyag-
ban. Itt kell megismerkedni a didakoknak a fuggvény transzformacio alapjaival, melyet
a kovetkez6 fuggvényeknél mar konnyebben tudnak alkalmazni.

Ismert, hogy az abszolut érték fliggvény altalanos alakja: f(x)=a|x-u| +v.
Eppen ezért, ha egy konkrét abszolut értékes fiiggvényt szeretnénk abrazolni, meg-
tehetjlk, hogy a parancssorba beirjuk az abrazolandé fliggvény hozzarendelési sza-
balyat a megadott formaban.
Ha az alapfliggvényt szeretnénk megjeleniteni, akkor a GeoGebra peépitett fiigg-
vényét kell hasznalnunk és a parancssorba a kdvetkezé parancsot kell irnunk: abs(x).
Ha pedig az alapfliggvény transzformaltjat akarjuk abrazolni, akkor a parancssorba a
hozzarendelési szabalyban szerepl6 a, u, v paraméterek helyébe konkrét szamokat
kell irnunk. PI.: 2*abs(x-3)+1. Amennyiben a programnak ezt a funkciéjat alkalmazzuk,
akkor az megkonnyiti a fuggvények grafikonjanak megrajzolasat, igy gyorsan tudunk
szemléltetni a tandrakon. Természetesen hasznalhatjuk megadott feladatok, példaul
hazi feladatok, dolgozat példak ellenérzésére is.

Viszont, ha az a célunk, hogy megértessiik a diakokkal a figgvény transzfor-
macio elemeit, akkor ajanlom a kdvetkez6 dinamikus munkalapot.
Az oldalt a széban forgd melléklet Munkalap2: abszolut érték fliggvény munkalapja
tartalmazza. A munkalap bemutatasahoz, nézzuk meg a geometriai ablakrol készult

képet, melyet a 4. abran lathatunk.
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a=3 3| Az abran lathato,

i\ hogy az abszolut érték

o

fuggvény  hozzarendelési

a

szabalyaban szerepl6 a, u,

I

v paraméterek értéke a

LS

csuszkan allithatd be, azaz

81012 yaltoztathatd. Ezek ismere-

tében kapjuk az aktualis

fuggvény grafikonjat.

altalanos alak: f(x):=a|x-u|+v ,8;
f(x):=3 abs(x -5) -6

4, abra

Nézzik meg a munkalap mikodését. Az abran is lathato a, u és v paraméterek sza-
badon valtoztathaték, azaz Szabad alakzatok. Ezek valtozasa megfigyelheté a
fuggvény alakjan és elhelyezkedésén.
Az a paraméter médositasaval a fuggvény alakja valtozik. Az a értékének valtoztata-
saval megfigyelhet6, hogy ha a>0 akkor a V alaku figgvény felfelé all, viszont ha a<0
akkor pedig lefelé fordul. (Persze a=0 esetén konstans fluggvényt kapunk.) Tovabba ,
ha |a|>1 akkor az alapfliggvényhez képest egy nyujtott fliggvényt kapunk, mig |a|<1
akkor pedig zsugoritott fliggvényt kapunk. Sét azt is be lehet mutatni, hogy az a pa-
raméter az abszolut érték fuggvényt alkoto két félegyenes meredekségét adja.
Az u és v paraméterek a fuggvény elhelyezkedését hatarozza meg a koordinata-
rendszerben. Az u paraméter csuszkan torténé valtoztatasaval lathato, hogy a fugg-
vény grafikonja az x tengely mentén tolédik el, mig a v paraméter médositasaval az
y tengely mentén tolédik el. Természetesen minden paraméter valtozas hatasara
valtozik a fuggvény hozzarendelési szabalya is, amit a munkalapon nyomon kovethe-
tunk.
A feladat megvaldsitasa sokban hasonlit a linearis fliggvényhez. A lényeges kuldnb-
ség, a parancssorba beirt utasitds, ami az abszolut érték fuggvény grafikonjat adja:
a*abs(x-u)+v.

Azt hiszem, ezzel a munkalappal igen jol szemléltetheték a fliggvény transz-

formacio lépései. Mindenféleképpen hasznosnak talalom a tanoérai kivetitést.



3.1.3. Masodfoku fuggvény

A masodfoku flggvények abrazolasanal kiuldnésen célszerli hasznalnunk a
GeoGebra programot. Amig linearis fiiggvényt, vagy abszolut érték fliggvény gra-
fikonjat akar vonalzéval is meg tudjuk rajzolni néhany pontjabdl, addig a masodfoku
fluggvény parabolajat 7-8 pontbdl is csak pontatlanul tudjuk abrazolni. Kiléndsen ne-
héz dolog ugy szemléltetni a parabolat, vagy mas gorbét, ha még csak négyzetra-
csos tabla sincs a tanteremben. llyenkor oriasi segitség a projektor, melyen kivetit-
hetjuk a programunkat.

A masodfoku fliggvényiink altalanos alakja: f(x)=a(x-u)*+v .
Amennyiben az f(x)=x? alapfiiggvényt szeretnénk abrazolni, a parancssorba x2
vagy x2 parancsot kell irnunk. A felsé indexet a parancssor melletti legordulé listabol
tudjuk kivalasztani. Az 6sszetett figgvények esetében pedig -az abszolut értékes
fuggvényhez hasonléan- itt s megtehetjuk, hogy a paraméterek helyébe konkrét
szamokat irunk. PI. : f(x)=3(x-5)"2+2.

A kovetkezd munkalap pedig a masodfoku fuggveény transzformacidjanak be-

mutatasa mellett, tartalmazza a fliggvény jellemzés néhany fontos lépését is.

A feladatot a melléklet Mun- = f
kalap3: masodfokl  fiigg- v
vény ciml oldalan talaljuk  4cnos aiak: fgmamxeuper o]
meg. f(x):=2 (x-6)*-5 :1;
A munkalaprol készilt kép 2]
abrajat pedig az 5.abra mu- ———— T TP
tatja. ?
Az abran a hozzarendelési : y
szabalyban szerepl6 a, u, v Fiiggvény jellemzés:
Zérushelyek: X,=(4.42, 0) , X,=(7.58, 0)

paraméterek valtoztathatok. Szélsértek: M=(s, -5) 10}

5. abra

Ezek fliggvényében kapjuk a parabola grafikonjat és az aktualis hozzarendelési sza-
balyt. Eddig a feladat hasonlit az abszolut értékes feladatra, éppen ezért szintén
szemléltetésre és a fuggvény transzformacio tanitasara alkalmas. Kuldénbség a pa-

rancssorba irt utasitas, ami itt a kdvetkezé: a*(x-u)?+v .
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Azonban ezen a munkalapon feltintettem a fuggvény zérushelyeit és a széls6értek-
ét. Ha a paramétereket valtoztatjuk a csuszkan, ugy valtoznak a zérushelyek és a
szélsbértékek is. Amennyiben nincs a fliggvénynek és az x tengelynek kézos pontja,
azaz nem létezik zérushely, akkor az X; és X, értékek mellett a nem definialt kifeje-
zés jelenik meg.

Ha a munkalapon megvizsgaljuk a paraméterek a zérushely és a széls6eérték
Osszefuggését, akkor érdekes kovetkeztetést tudunk levonni. Vagyis a legszembet(-
nébb felfedezés, hogy a parabola széls6értékének koordinatai pontosan az u, v érté-
kek: M(u,v). Ezt az 6sszeflggeést, a diakok tobbsége hamar felfedezi. A masik fontos
Osszefuggést, hogy mikor van a parabolanak zérushelye, csak nehezebben fedezik
fel. Viszont, ha gyakorlasképpen otthon prébalkozik a paraméterek allitasaval, akkor
felfedezi, v=0 esetén pontosan egy zérushelye van a parabolanak. llletve ha (a>0 és
v<0) vagy (a<0 és v>0) esetén létezik két zérushelye a fuggvenynek.

Az itt megjelenitett zérushelyek és szélsbérték hasznos lehet mas fuggvények jel-
lemzésénél is. Ezért néhany szdban ismertetetem a megvalositast.

A zérushelyek megijelenitését kétféleképpen tudjuk Iétrehozni:

» Az eszkozsoron kivalasztjuk a két alakzat metszéspontja: @ ikont, és kijeldl-
juk a rajzlapon a metszéspontokat. llyenkor a két alakzat, aminek a metszés-
pontjat keressuk vastagvonallal latszik, igy tudjuk pontosan a metszéspontot
kijeldlni.
> Vagy még egyszerlibben a parancssorba irt metszéspont[e,f] paranccsal, ahol
e az x tengelyt, és f pedig a parabolat jelenti. llyenkor egybél megkapjuk a két
alakzat mindegyik (mindkét) metszéspontjat.
A szélsGérték megvaldsitasa pedig csak paranccsal oldhaté meg, a szélséérték|f]
parancsot kell begépelnlink a parancssorba.

Végll is ez a munkalap az el6z6knél tébbet tud, nemcsak a figgvény transz-
formacio tanitasaban, tanulasaban hasznalhatd, hanem a fliggvény jellemzés Iépé-

seit is szemléletesebbé tehetjik vele.

3.1.4. Négyzetgyok fuggvény

A négyzetgyok fluggvény hozzarendelési szabalyanak altalanos alakja:

ax."b(x-u}+v_
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Egy ilyen alakban megadott fuggvény abrazolasa mar valamivel nehezebb, mint az
elézé fiiggvények voltak. Ugyanis, itt mar tébb paraméteriink van. Eppen ezért itt |é-
pésenként megnézzik, melyik paraméter hogyan befolyasolja a fliggvény grafikonjat.
Tekintsik meg a melléklet Munkalap4: négyzetgydk fuggvény dinamikus oldalat,

melynek rajzlapja az alabbi 6. abran lathato.

a= -2 12 X = 8: altalanosalak:f(x):=a\/b(x-u)+v
b: -1 ol i f(x):=-2 sqrt(-(x = 8)) 4.1
u=3 | |
v=-4.1 8 '
o 6: :
|
4] :
2 |
) I Sqrt(x - 8)

{

|

|

1 I
-8 |
|

|

)l— /=2 sart(-(x- 8) - 4.1

6. abra

Ha csak az alap négyzetgyok fliggvényt szeretnénk abrazolni, akkor a prog-
ram beépitett sqrt(x) parancsat kell a parancssorba irnunk és kapjuk az abran feketé-
vel megrajzolt alapfuggvényt.

Az u paraméter valtoztatasaval a kék szinnel jelolt fuggvény helyzete valtozik, még-
pedig az x tengely mentén eltolédik a grafikon. Ha a b paraméter értékét is valtoztat-
juk, akkor a zélddel rajzolt fiiggvény képe valtozik. Erdemes megfigyelni, hogy ha b
paraméter értéke negativ, akkor a fuggvény grafikonja megfordul és ha b=-1 akkor a
fliggvény az y tengellyel parhuzamos egyenesre (esetlinkben x=8) tikrozédik.

Az a paraméter értékének valtozasa a fliggvény x tengely iranyu transzformaciojat
befolyasolja, melyet a sargaval jelzett grafikon mutat. Ha az a értéke negativ, akkor a
fuggvény az x tengelyre tikroz8dik és |a] nagysagatdél fuggden nyulik, vagy zsugoro-
dik. A transzformacio utolso |épése az y tengely iranyu eltolas, melyet a v paraméter

mozgatasaval tudunk szabalyozni.
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A feladat megvaldsitasa a kovetkez6 l1épésenkeént tortént. A fuggvény transzformaci-
onak megfeleld miveleti sorrendbe beirtam a parancssorba az egyes fuggvények
hozzarendelési szabalyat, természetesen a képletekben a megfelel6 paramétereket
irtam. Végul pedig a fliggvényeket megformaztam és a feliratnal nem a fliggvény ne-
vét, hanem az értékét jelenitettem meg.
Erdemes megjegyezni, hogy gyokijelet a rajzlapon, csak LaTeX formula segitségével
tudunk megjeleniteni. Ehhez a széveg beszurasa mod kivalasztasa utan, a beviteli
ablak alatt ki kell valasztani a LaTeX formula legérdilé listajabdol a megjelenitendd
szimbolumot és az megjelenik a beviteli ablakban, majd a rajzlapon.
Ennél a feladatnal az 6sszetettsége miatt, érdemes a Navigaciés eszkoztaron lép-
kedve megnézni a figgvény transzformacio egyes lépéseit, vagy a Lejatszas gomb-
ra kattintva az egész folyamatot lejatszani.

Osszefoglalva ajanlom ezt a dinamikus munkalapot a tanéran a négyzetgyok
fuggvény szemléltetésére, a fuggvény transzformacio bemutatasara. Kulondsen
ajanlom, a szerkesztés lépéseinek egymas utani tobbszori lejatszasat, mellyel kony-

nyen rogzlilhet a tanuldkban a transzformacié helyes sorrendje.

3.1.5. Linearis tortfiggvény

A linearis tortfliggvények abrazolasat dinamikus munkalapon kilénésen szem-
léletesnek talalom. Az eddigi figgvényekhez hasonldan itt is megtehetjik, hogy ma-
gat az alapfuggveényt, vagy csak egy konkrét fliggvényt abrazolunk, mindkét esetben

szép grafikont, hiperbolat kapunk.

Amennyiben egy atfogd, barmi-

lyen tortfuggvényt abrazolo Ve ?

munkalapot szeretnénk bemu-
tatni a diakoknak, akkor ajan-

lom a kovetkez6 Munkalap5: ___ ___ _____ _________i_2

linearis tortfiggvény nevi oldalt _\ -

a szoban forgdé mellékletben.

A dinamikus oldal rajza itt latha-

altalanosalak:f(x):= iw

t6 a 7. abran. X-u

6
f()():=m+2

A munkalapon természetesen
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modosithatjuk a paramétereket és mas-mas grafikont kapunk. Az a paraméter a
fuggvény nyujtasat, mig az u és v paraméterek pedig a tengelyeken vald eltolodast
adjak. Az abran szaggatott vonallal fel van tlintetve a hiperbola grafikonjahoz tartozé
aszimptotak, melyek elhelyezkedését az u, és v paraméterek hatarozzak meg.
A feladat megoldasanak Iényeges Iépése, a parancssorba beirt al(x-u)+v utasitas. A
rajzlapon pedig a tortkifejezés megjelenitését az el6bb ismertetett LaTeX formula
segitségével oldottam meg.
Az aszimptotdk megrajzolasat a legegyszerlibb modon két egyenes: x=u és y=v fel-
vételével oldottam meg. Masik megoldas az aszimptota[ ] parancs hasznalata lenne.*
Ezt a munkalapot ajanlom szemléltetés céljabdl, tanorakon kivetitén bemutat-
va. Meggy6zdédésem, hogy errél a munkalaprol jobban latjak a tortfiggvény abrazo-

lasat a diakok és igy maguk is szebb abrakat tudnak késziteni.

3.1.6. Osszetett fliggvények

Ebben a fejezetben néhany olyan fliggvényt mutatok be, amelyek az elébbi
fuggvények Osszetételébdl keletkezik. A kdvetkez6 harom fliggvény a sokszinl Ma-
tematika tankonyvcsalad 9. évfolyamos tankdnyvében talalhato.
A feladatok megoldasai megtalalhatok a szokasos melléklet Munkalap6: Osszetett
fluggvények oldalan, ami tulajdonképpen a harom példanak megfeleléen harom mun-

kalapot tartalmaz. Nézzik meg ezt a harom feladatot.

103.0ld./2.b
Az abrazolandé figgvény hozzarendelési sza-

balya és grafikonja is lathaté a munkalapon és

@ e

itt a 8. abran.

Mivel ez egy konkrét feladat, ezért itt a fugg-

M2 0 -8 6 -4 2

vény nem mozgathatd a rajzlapon, azaz fix [

alakzat. Ezt az alakzatot kijelolve, az alakzat

=

kornyezeti menujében tudjuk bedllitani. Megol- 5

das: képlet beirasa a parancssorba.

103.0ld./2.d
8. abra

! A parancs bemutatasa a koordinata geometria témakérben lesz.
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X o]

f(x)=m

9. dbra

110. old. / 3. példa

Az itt abrazolt fuggvény a Newton-féle szer-
pentin.

Ennek a feladatnak a megoldasa is elég sok
szamitast igényel, nehezen tudunk réla olyan
pontos abrat késziteni, mint amilyet a munka-
lapon és itt a 10. abran is latunk réla.

Ezért ezt a példat is érdemesnek tartom a

tandran kivetiteni.

2X
fix)=

9. abran.

1+x2

Az abrazoland6 fuggvény képlete és

grafikonja lathaté a munkalapon és itt a

Az abrazolt fuggvény a munkalapon fix
alakzat, ezért a grafikon elkészitése
csak a szabaly megadasabdl allt.

Viszont ennél a feladatnal is, a fugg-
vény grafikonjanak megrajzolasa ko-
zépiskolasoknak is csak sok szamitas-

sal lenne megoldhato.

Az el6bb latott példak szebbé tehetik a tandrai feladatok bemutatasat, vagy a

mar kiadott feladat ellenérzését. Nekink tanaroknak kulénésen nagy segitség, mert

nem kell a bonyolult feladatok felrajzolasara sok idét forditanunk.

3.2. Fiiggvények a 10. évfolyamon

Ebben az évben ismerkednek meg a didkok a trigonometrikus fliggvényekkel.

Meg kell tanulniuk a trigonometrikus fliggvények abrazolasanak szabalyait, és tudni-

uk kell az eddig tanult fliggvény transzformaciét a trigonometrikus fliggvényeknél al-

kalmazni.

Trigonometrikus fliggvények abrazolasanal —mint mar emlitettem- a program elindi-

tasa utan érdemes megvaltoztatni az egységet az x tengelyen. Ennek maddija, ha a
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Beallitasok menu Rajzlap pontjat kivalasztjuk, és ott a Tengelyek ful alatt az x ten-
gely egyseget m-re allitjuk. Masik lehetéség az egység megvaltoztatasara, ha a Rajz-
lap kdrnyezeti mentjébdl valasztjuk a Tulajdonsagok pontot és azon belll pedig a
Tengelyek fllet.

A kovetkez6 munkalapok, melyek a trigonometrikus fuggvények tanitasaban, tanula-
saban segitenek, a melléklet Fliggvények fejezetének 10. évfolyam részében talal-

hatok, a megfeleld cimek alatt. Nézzik is meg ezeket sorban.

3.2.1. Szinusz fuggvény
A szinusz fluggvény grafikonjat a fent emlitett melléklet Munkalap7: szinusz

fluggvény cime alatt talaljuk meg, és a munkalaprol készilt kép a 11. abran lathato.

a=-05 ‘ Altalanos alak: f(x)=sin(x-am)+h
f(x)=sin(x + 0.5 m) + 2

'
(o8]
L

11. abra

Az abran feketével jeldltem a sin(x) alapflggvény grafikonjat. P pont a figgvényen
mozgathat6 és segitségeével leolvashatjuk a szinuszgorbe pontjainak koordinatait.

Az a és b paraméterek a csuszkan valtoztathatok és segitséglikkel a szinusz fugg-
vény elhelyezkedését tudjuk valtoztatni. Az a paraméter megvaltozasa a szinusz
fluggvény grafikonjat az x tengelyen, mig a b paraméter modositasa a szinuszgdrbét
az y tengely mentén tolja el. Ezeket a valtozasokat megklldnbdztetésképpen kékkel
illetve pirossal jeloltem.

A feladat megvalésitasa soran az alapfiiggvényt a sin(x) beépitetett fliggvénnyel ab-
razoltam. Mig az eltolt figgvények abrazolasanal az a és b paraméterek felvétele

utan a hozzarendelési szabalyban a megfelel6 paramétereket alkalmaztam:
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sin(x-a*m)*b. A fliggvények grafikonja mellett pedig az attekinthetéség miatt az érté-
két jelenitettem meg.
A P pont megjelenitésében a radianban kifejezett értéket atalakitottam, hogy szemlé-
letesen, Tr-vel kifejezve kapjuk meg az x koordinatat. Pl. P(0.79,0.71) helyett
P(0.251, 0.71) jelenitettem meg. Ehhez az x(P) és y(P) beépitett parancsokkal, szét-
valasztottam a P pont x és y koordinatait, majd az x koordinatat elosztottam 3.14-
gyel, igy kaptam meg a 1 egy(tthatojat. Ezeket az értékéket ¢=x(P)/3.14 és d=y(P) a
konnyebb attekinthetéség miatt a Segéd alakzatokhoz soroltam, majd a szdveg be-
szurasa segitségével megjelenitettem a pont koordinatait: "P=(" + ¢ + "m," +d + ")".
Ez a dinamikus munkalap segit, az alapfuggvény megrajzolasaban, szemlél-
tethetd vele a szinuszgorbe, leolvashatdk a grafikon koordinatai. Valamint a fuggvény
transzformacio, bemutatasara is alkalmas. Az abra attekinthet6sége miatt a transz-
formaciohoz tartozé nyujtast és zsugoritast a kovetkez6 munkalapon mutatom be a

koszinusz fuggvennyel parhuzamosan.

3.2.2. Koszinusz fliiggvény

A feladathoz tartoz6 munkalap megtalalhaté a melléklet Munkalap8: koszinusz

fuggvény oldal alatt, és a geometria ablak rajza pedig a lenti 12. abran lathato.

Altalanos alak: f(x)=a cos( bx)

12. abra
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A 12. abran fekete szin jeldli az alap koszinusz fliggvény grafikonjat, melyet a cos(x)
beépitett paranccsal abrazoltam. A P pont itt is befutja a koszinuszgorbét, segitségeé-
vel leolvashatjuk a pontok koordinatait.
A szinusz fliggvényhez hasonléan az a és b paraméterek a fliggvény transzformaciot
befolyasoljak. Az a paraméter megvaltoztatasa a fiuggvény y tengely iranyu nyujta-
sat, mig a b paraméter az x tengely iranyu nyujtast (figgvény periodusat) befolyasol-
ja. A kékkel és pirossal abrazolt fiiggvények egymastdl flggetlenek, a*cos(x) és
cos(b*x) parancssorba irt utasitassal hoztam létre &ket. (Erdekes lenne abrazolni az
a*cos(b*x) fliggvényt is, de ez az abra attekinthetéségét zavarna.)

Ez a munkalap is nagyon szemléletes, segitséglnkre lehet mar az alapfugg-
vény megrajzolasaban és a transzformalt figgvények bemutatasaban is. Nem kell
részletezni, mennyire munkaigényes a tablan megszerkeszteni a trigonometrikus

fuggvényeket és ezek transzformaltjait.

3.2.3. Tangensfuggvény
A melléklet Munkalap9: tangens fliggvény oldal alatt talaljuk a széban forgd

munkalapot, melynek rajzat az alabbi 13. abra mutat.

E Altalanos alak: E
! fix)=tan(x)

ka3
|

(0.25m,1)

'
(%]
1

13. abra

Ebben a példaban az alapfliggvényt abrazoltam, melyet a tan(x) parancs segitségé-
vel lehet létrehozni. A P pont itt is befutja a tangensfliggvény grafikonjat, segitségé-
vel leolvashatjuk a gérbe pontjainak koordinatait. Tovabba jeldltem a fliggvény sza-
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kadasait szaggatott vonallal. Itt nem készitettem fuggvény transzformaciot, annak
menete az el6z6kh6z nagyon hasonlé lenne.
Viszont ebben a részben emlitem meg a trigonometrikus fliggvények hasznalatanak
egy masik lehet6ségét. Barmelyik trigonometrikus fliggvénynél megtehetjik azt, hogy
csak az alapfuggvényt abrazoljuk és azt az egérrel kijelolve el kezdjuk mozgatni a
koordinatarendszerben. igy a program minden esetben megadja az elmozgatott
fuggvény hozzarendelési szabalyat és ezzel is egyfajta fliggvény transzformaciot
hoztunk létre. Természetesen megtehetjuk azt is, hogy eleve a mar transzformalt
fuggveény szabalyat irjuk a parancssorba, amit abrazolni szeretnénk.
Az most emlitett moédszer nem annyira szemléletes, mint az el6bbi munkalapok ki-
dolgozasa, de joval gyorsabb. Ezért akkor célszerl alkalmaznunk, mikor mar csak
ellenérizni szeretnénk a példainkat. A tangensfiggvény transzformaciéjat mar meg-
oldhatjuk az el6bbi mddszerek segitségével is, ugyanis mar a transzformaciot ismerik
a diakok tobbsége.

Itt érdemes megjegyezni, hogy a kotangens fliggvény abrazolasara nincs ku-
I6n beépitett parancs, ezért azt a tangensfliggvény segitségével tudjuk megoldani.
Vagyis a parancssorba az 1/tan(x) utasitast kell irnunk és kapjuk a kotangens fligg-

vény grafikonjat.

3.2.4. Trigonometrikus dsszetett fliggvények
Ebben a részben két igen bonyolult, 10.-es tankonyvi feladat megoldasat mu-
tatom be. A melléklet Munkalap10: trigopnometrikus 0sszetett flggvények oldala tar-

talmazza a két feladat megoldasat, kiilonb6zé munkalapokon.

219.0ld/4.b

A fuggvény hozzarendelési sza-

(=2}
L '

) B~

balya és a flggvény grafikonja a

14. &abran lathat6. A flggvény

. L8]

abrazolasahoz a tan(x) és a sgn(x)

parancsot hasznaltam. igy a pa- = = 2 = @ o m = 3

rancssorba irt utasitas: -2
tan(x) sgn(ctg(x))

tan(x)*sgn((1/tan(x)). 14. abra
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223.0ld./1l.a

6] A feladatban szerepl6 abrazolan-
=cos(x)y 1+tan(x)? R ; ; ; .
dé flggvény szabalya és a grafi-
konja a 15. abran lathaté.

A megoldasban a cos(x) és tan(x)

P S P o o, beépitett fuggvények mellett az

2, sqrt(x) parancsot kell hasznalni.

4] igy a fliggvény abrazolasahoz a

beirand6  Osszetett  parancs:
-6

15. abra cos(x)*sqrt(1+tan(x)*2).

Mint lattuk, ezek a bonyolult fliggvények egyetlen dsszetett utasitassal abra-
zolhatok. Ezeket a példakat csak a legugyesebb diakok tudnak papiron megoldani. A
differencialt oktatasban a jobb képességieknek ajanlom a feladatok megoldasat 6n-
alléan, majd az ellenérzést a munkalapon. A tobbieknek pedig az is elegendd, ha

csak kivetitve latnak ilyen figgvényeket és némi magyarazatot flizink hozza.

3.3. Fiiggvények a 11. evfolyamon

Ebben a tanévben talalkoznak a diakok a hatvanyfiuggvényekkel, gyokfiggveé-
nyekkel, exponencialis fuggvényekkel és logaritmusfuggvenyekkel.
Itt mar nemcsak a fuggvények abrazolasat és a fuggvény transzformacio alkalmaza-
sat varjuk el, hanem tovabbi altalanos ismeretek elsajatitasa is szukséges. Ezeket az
ismereteket és 6sszefliggéseket mutatom be a kdvetkez6 harom munkalapon, me-

lyeket a melléklet Fuggvények fejezetének 11. évfolyam alatt talalunk.

3.3.1. Hatvanyfiuiggvények és gyokfuggvények

A hatvanyfiiggvények és gyokfiiggvények kozill az x* és Vx fiilggvényekkel
mar talalkoztak a diakok korabban. Itt a két flUggvény kozotti 6sszefuggeést tanuljak
meg. Valamint kiterjesztjuk a hatvanyfuggvényeket és gyokfiggvényeket 2-nél na-
gyobb kitevoére.
Ezek bemutatasara szolgal a kdvetkez6 Munkalapll: hatvanyfiggvények és gyok-

fuggvények oldala, melyet a mellékletben talalunk, itt pedig a 16. abran mutatok be.
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A munkalapon a —5 8/

kitevé flx)=x*

flggvény és a gyokfiggvény 6
kitev6je a csuszkan valtoztat-
hato.

Ennek valtozasaval kapjuk az

aktualis hatvanyfiggvényt és o s s 4 ' 2 o 2 4 6 8 w0 2
gyokfliggvényt, valamint a 4
hozzarendelési szabalyukat. -4

-6

16. abra

Az abran és igy munkalapon lathatd, hogy a hatvanyfiggvény és a gyokfliggvény
egymasnak inverzei, azaz tlikrések az y=x egyenesre.
Valamint, ha a dinamikus munkalapon mozgatjuk a csuszkan a kitevének megfeleld
szamot, akkor megkapjuk a tobbi hatvanyfiggvény és hozza kapcsolédd gyokflugg-
vény grafikonjat és hozzarendelési szabalyat, amelyek szintén szimmetrikusak egy-
masra. Pl.: x* és *Vx .
Megfigyelhet6 az is, hogy ha a kitevd paros, akkor paros fuggvényt -y tengelyre tuk-
ros-, ha a kitevé paratlan, akkor paratlan -origéra szimmetrikus- fliggvényt kapunk.
A feladat megvaldsitasanak elsé lépése a kitevd, mint valtozé felvétele a csuszkan.
Fontos, hogy a kitev6 értéke csak egész szam lehet, ezt a csuszka kdrnyezeti menu-
jében allitottam be. Majd a két fuggveny paraméteres egyenletét beirtam a parancs-
sorba. Vagyis x*a és x*(1/a) utasitasokkal kaptam meg a fliggvények grafikonjat.
Apré hiba az abrazolasnal, hogy a program a paratlan kitevéja gyokfliggvényeknek
csak az egyik felét rajzolja meg. (Ha ezen valtoztatni szeretnénk, akkor tikrézni kell a
meglévd paratlan kitev6jl gyokfuggveény grafikonjat az origora. Ezt ugy lehetne meg-
oldani, ha kulén munkalapon abrazolnam a paros és paratlan kitevji fuggvényeket.)
Ezzel a munkalappal mindenféleképpen az dsszefliggések bemutatasa a cé-
lom, akarcsak a kovetkezd két munkalappal.

3.3.2. Exponencialis fuggvény
Ezzel a fuggvénnyel azért érdemes kulon foglalkozni, mert a diakok hajlamo-
sak dsszekeverni a hatvanyfiuggvényt és az exponencialis figgvényt. S6t nem igazan

értik, hogyan lehet kénnyen megrajzolni pl.: (1/2)* exponencialis fliggvényt.

-39 -



A feladat megjelenitését a Munkalap12: exponencialis fuggvény dinamikus munkala-
pon illetve itt a 17. abran lathatjuk.

2 . A dinamikus munkalapon
hatvanyalap ' d lehet valtoztatni az exponen-

cialis fuggvény hatvanyalap-

PN jat, azaz az a értekét. Ennek
17V \.‘ 4|
X‘\

fuggvényében kapjuk az a*

A}

=(1/2) "\, | : (i :
a(x)=( 2] és az (1/a)* figgvények gra-

fikonjat.

17. abra

Jol lathato a két fuggveny kozotti 6sszefliggés, vagyis hogy a két fuggvény szimmet-
rikus az y tengelyre. Mivel az A pont az a* fliggvényen mozgathatd, leolvashatok a
fuggvényértékek. A pont tikoérképe A; pont, ami az A pont mozgatasanak hatasara
az (1/a)* fuggvényt futja be. Vagyis az (1/a)* fuggvény abrazolasanal segithet a két
mozgo6 pont koordinatai kozti 6sszefliggés.

Tovabba bemutathatd a figgvényen a kitevd valtozasaval az exponencialis fuggvény

jellegzetessége, azaz hogy milyen rohamosan novekszik a figgvény a hatvanyalap
novekedésének hatasara.

3.3. Logaritmusfiiggvény

Az logaritmusfliiggvényt érdemes az exponencialis fiuggvénnyel parhuzamba
allitani, ugyanis ezek inverz fuggvények. Ezért a kdvetkez6 munkalapon mindkét

fuggvényt dbrazoltam, bemutatva a két fliggvény kozotti 6sszefuggést.

Tekintsuk meg a melléklet Munkalap13: logaritmusfiiggvény cim{ oldalat, melynek
rajzat a 18. abra mutatja.
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P . 3
Az abra szerint a munkala- ————
hatvanyalap
pon valtoztathaté az expo-  'wrtmesae
nencialis fliggvény hatvany-
alapja és ezzel parhuzamo-

san a logaritmus fuggvény

alapja is. A beallitott alap

fuggvényében kapjuk a sz6-

ban forg6 két fuggvény gra- )
. 'y y=K
fikonjat. |

18. abra

A munkalapon és az abran lathaté az y=x egyenes, melyre a két fUggvény tengelye-
sen tukrés. Az A pont mozgathaté az exponencialis fuggvényen és a neki megfelel
tiikdrkép, az A; pont befutja a logaritmus fiiggvényt. Eszreveheté a két pont kozti
Osszefluggés: vagyis a pontok koordinatai felcserélédnek.

Az exponencialis fuggveny abrazolasa teljesen egyértelmd, csak a megfelelé paran-
csot kell a parancssorba irnunk: a*x. Viszont a logaritmus fliggvény abrazolasanal
figyelembe kell venni, hogy a GE©GEDIa program csak a természetes alapu loga-
ritmust ismeri, ezért ha masmilyen alapu logaritmust szeretnénk abrazolni, at kell irni
a logaritmusos kifejezést. A parancssorba a kbévetkezd utasitast irva, abrazoltam a
logax figgvényt: log(x)/log(a).

Osszefoglalva, a kdzépiskolaban a fliggvények tanitasban, tanuldsban igen
hasznos segitség lehet a GeOGebra program. Mint lattuk, az dsszes fliggvényti-
pust be lehet mutatni segitségével, sét 6sszetett fuggvényeket is kdnnyen lehet ab-
razolni. Nagyon szép, szemléletes grafikonokat lehet késziteni, ami megkdnnyiti a
tanar és vele egyutt a diakok munkajat. Hasznalhatjuk a programot szemléltetésre, Uj
anyag bemutatasara, megértetésére, az 6sszeflggések megvilagitasara.

Tovabba a flggvények abrazolasa sok helyen kiegésziti az egyenletek, egyenlet-
rendszerek megoldasat, éppen ezért az itt elkészult munkalapokat az egyenletek té-

makornél is tudjuk majd hasznositani.
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4. Egyenletek, egyenlétlenségek a GeoGebra-pan

Ha egyenleteket szeretnénk megoldani a Ge0Gebra program segitségével,

akkor a program inditasa utan célszerl a flUggvények abrazolasahoz hasonléan, a
geometria ablakban a Tengelyek-et és a Racs-ot is megjeleniteni. Viszont itt min-
denféleképpen szikseéglnk lesz az Algebra ablak-ra, ezért azt is érdemes kivalasz-
tani a Nézet menlben, ha nem lathato.
Az egyenletek megoldasa a fliggvények abrazolasan alapszik. Ugyanis itt az egyen-
letek megoldasat grafikus uton kapjuk meg. Ami azért szerencsés, mert mas mate-
matikai segédprogramok a megfelel6 utasitasra csak az egyenlet végeredmeényét
adjak meg. Itt viszont a végeredmény mellett az egyenlet grafikus megoldasat is lat-
hatjuk. Ezért itt parhuzamot tudunk felallitani a figgvények és az egyenletek kozott,
ami az oktatasban az integraciot is erésiti. Tovabba bizonyos egyenleteknél nem is
lehet szétvalasztani a fuggvényeket és az egyenleteket. Gondoljunk a masodfoku
egyenletre, vagy a trigopnometrikus egyenletekre, ahol a helyes megoldas érdekében
is célszerli megrajzolnunk az egyenlethez tartozo figgvényt.

Ebben a fejezetben bemutatom, hogy barmilyen tipusu egyenletet meg tudunk
oldani a Ge©Gebra-pan, és azt is leirom hogyan és mire tudjuk hasznalni az elké-
szult munkalapokat. Ennél az anyagnal is a kdzépiskolai matematika tananyag
egyenlettipusait veszem sorra, évenként csoportositva. A feladatokat itt is a sokszini

Matematika tankdnyvcsalad kdnyveibél vettem.

4.1. Egyenletek a 9. évfolyamon

Ebben az évben a tanuldk elséfoku, tortes, abszolut értékes egyenleteket és
egyenlétlenségeket oldanak meg. Itt ismerkednek meg az egyenletrendszerrel is.
Mindegyik egyenletnél kovetelmény az algebrai és a grafikus megoldas is.
Vegylk sorra ezeket az egyenlettipusokat. A feladatok megoldasait, a melléklet

Egyenletek, egyenlétlenségek fejezete tartalmazza, évenkénti csoportositasban.

4.1.1. Els6foku egyenlet

Ha egy els6foku egyenletnek csak a megoldasara vagyunk kivancsiak, akkor
megtehetjiuk, hogy egyszerlien beirjuk a parancssorba az egyenlet egyenletét. llyen-
kor a megoldas az algebra alakban jelenik meg, de nem x valtozéval, hanem pl.: a=1

alakban. Ezt a megoldasi médszert nem ajanlom.
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A kovetkez6 munkalapot viszont érdemes megnézni. Tekintsik meg a melléklet 9.
évfolyamanak Munkalapl4: els6foku egyenlet ciml dinamikus oldalat, amely egy
els6foku egyenlet grafikus megoldasat mutatja. A feladatot a 9.-es tankdnyvbél vet-
tem, és itt a feladat szerint, az egyenletet grafikusan kell megoldani.

A munkalap geometriai ablakarol készult kép a 19. abran lathato.

151. old./6.b

A munkalapon egy-egy fluggvény jeldli az
egyenlet bal és jobb oldalan allo kifejezést.
Az egyenlet megoldasat az M pont x koor-

dinataja adja. Mindkét fuggvény a rajzlapon

mozgathatd, és ezek fuggvényében kapjuk
masik elséfoku egyenletek megoldasat. Az
x értékét akkor is megtudjuk, ha a két

egyenes metszéspontja nem fér ra a rajz-

lapra.

19. abra

A feladat megoldasa nagyon egyszer(i, a parancssorba beirtam a 2x-1 és —x+2 fiigg-
vények szabalyat, majd kijeloltem a metszéspontjukat a szokasos modon. Az M met-
széspontbdl pedig az egyenlet alatt csak az x koordinatat jelenitettem meg az x(M)
paranccsal.

Igaz a grafikus megoldas nem helyettesiti az egyenlet algebrai megoldasat, de
azt mindenféleképpen kiegésziti. Ezért a feladatot szemléltetésre, példak ellenérzé-

sére ajanlom.

4.1.2. Egyenlétienség

Az egyenl6tlenséget is megoldhatjuk grafikus uton, sét ebben az évben sok
olyan feladat van, amit csakis grafikusan lehet megoldani. llyen a kdvetkezé tan-
konyvi példa is, ugyanis ebben a tanévben a diakok nem tudnak masodfoku egyenle-
teket megoldd képlettel megoldani.
A bemutatand¢ feladat a szoban forgé melléklet Munkalapl5: egyenlétlenség cime
alatt talalhaté. A munkalap képe az algebrai ablakkal egyltt pedig a 20. abran latha-

to.
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169.0ld./1.c

A munkalapon és az

— Szabad alakzatok
..... r] f()(} = y2
O gx)=-3x+4

7 FLago alalzatok e abran az egyenlétlen-
----- > M, = (4, 16) dex<t 9y
----- oM, =(1,1) ség grafikus megolda-
= Seged alakzatok L
----- 5> A=(4,0) sat latjuk. A munkala-
..... »B=(1,0) . . .. .
arx=4 pon mindkét fuggvény
b:x=1 P p
_____ ) e=16 mozgathato, és ezek
:jg:; valtozasaval valtozik a
megoldas is.
Amennyiben nincs

o \ ‘4’ s s | megoldas, akkor az

20. abra eredmény nem definialt.

A megoldasban a fuggvények abrazolasa és a metszéspontok kijeldlése utan,
hataroztam az egyenl6tlenség megoldashalmazat.
Ehhez néhany Segéd alakzatot kellett felvennem. Az algebra ablakban lathaté A és

B pontok az M; és M, pontok merdéleges vetlletei az x tengelyen.

A merblegest egy kulsé pontbdl adott egyenesre az eszkdzsor ! meréleges ikon-
javal tudunk rajzolni. Miutan kivalasztjuk az ikont, utana kijeldljuk a pontot, majd az
egyenest. lgaz ez a két meréleges a rajzlapon nem lathato, az algebra ablakban le-

olvashaté a Segéd alakzatok kozott a:x=-4 és b:x=1. Az abran csak az AM; és BM,

szakaszok lathatok, melyeket az eszkbzsor ikonjaval tudunk létrehozni, vagy a
szakasz[A pont, B pont] paranccsal. Ugyanilyen médon jeldltem ki az AB szakaszt is,
amelyet vastagvonallal dbrazoltam, ugyanis ez adja a megoldas intervallumat. Végul
az egyenlétlenség megoldasanal a metszéspontok x koordinatajat jelenitettem meg.
Ez a munkalap is leginkabb az egyenl6tlenség megoldasanak szemléltetését
szolgalja. Tovabba ezen az oldalon is be lehet mutatni, hogy az els6foku kifejezés-

hez tartozik a linearis fluggvény, mig a masodfoku kifejezéshez pedig a parabola.
4.1.3. Abszolut értéket tartalmazé egyenlet

Ennél a feladattipusnal is kbnnyebb a diakoknak az ilyen egyenleteket grafiku-

san megoldani, mint algebrai uton esetszétvalasztassal megkeresni a megoldasokat.
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Eppen ezért a kétféle megoldasi médot nem valasztanam kiilén, hanem a legtébb

példanal mindkét modszert alkalmaznam. Tenném ezt azért is, mert az abszolut ér-

tékes egyenletnek altalaban tobb megoldasa is van, és a diakok hajlamosak errdl

megfeledkezni.

A melléklet Munkalapl6: abszolut értékes egyenlet oldala alatt talalhaté egy konkrét

feladat megoldasa, melynek rajzlapjat a 21. abran lathatjuk.

175. old. / 4.c.

A konkrét egyenlet grafikus megol-
dasat latjuk az abran és a hozza
tartozé munkalapon.

A dinamikus oldalon a fuggvények

itt is mozgathatok és az algebra

) = abs(abs(x) - 1) -2

12
abs(abs(x) -1)-2=3

10 x=6  x=6

ablakban leolvashatok a metszés-
pontok M1, Mz, M3, My koordinatai.
Jelen helyzetben M3, M4 nem defi-

nialt.

4.1.4. Egyenletrendszer

21. abra

A kovetkez6 munkalap egy altalanos linearis egyenletrendszer megoldasat

szolgalja. A munkalapot a melléklet Munkalap17: egyenletrendszer oldala alatt talal-

juk. A rajzlap képét a 22. abra mutatja.

a=05
b=-0.5

c=1

ax+by=c 7 S R
dx+ey=f

h:-x+2y=0
0.5x - 0.5y =1
X+2y=0

g 0.5%- 05y =1 |

22. abra

x=4
y=2
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191. old. /1.b.

Az abran bemutatott példa, konk-
rét tankonyvi feladat.

De a munkalap segitségével,
barmilyen elséfoku egyenletrend-
szert meg tudunk oldani, mely az
altalanos alakban adott.

Ugyanis az egyenletrendszer
egyutthatoi: a, b, ¢, d, e, f a

csuUszkan valtoztathatok.
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Amennyiben nem lathato a két egyenes metszéspontja, a megoldast akkor is le tud-
juk olvasni. Amennyiben nincs megoldasa az egyenletrendszernek, akkor pedig a
nem definialt kifejezés olvashato6 x és y értéke mellett.
A feladat megoldasa soran a paraméterek felvétele utan, az egyenletrendszer egyen-
leteit kellett abrazolni. Ezért a parancssorba az egyenesek paraméteres egyenletét
irtam: g:a*x+b*y=c és h:d*x+e*y=f . Majd a két egyenes metszéspontjanak mindkét
koordinatajat x és y értékét kiirattam a rajzlapra.

A feladat jelent6ségét abban latom, hogy segitségével barmilyen altalanos
alakban megadott egyenletrendszert kdnnyen és gyorsan meg tudunk oldani. Eppen
ezért a munkalapot a szemléltetés mellett ajanlom egyenletrendszerek megoldasara,

feladatok ellen6rzésére tanarok és diakok szamara.

4.2. Egyenletek a 10. évfolyamon

Ebben a tanévben a masodfoku, néhany magasabb foku és négyzetgyokos
egyenlet és egyenlbtlenség képezi a torzsanyagot. Mindegyik egyenlettipusnal sike-
resen tudjuk hasznalni a programot. A témakorh6z kapcsolédé munkalapok a mellék-

let Egyenletek, egyenlbtlenségek fejezetének, 10. évfolyam részében talalhatok.

4.2.1. Masodfoku egyenlet
A masodfoku egyenletnél, mint mar emlitettem nem lehet szétvalasztani az
egyenletet és a fliggvényt. Fontos, hogy a diakokban tudatosodjon, a masodfoku

fliggvény és a parabola kozti 6sszefluiggeés.

Y
L}
%]
—
(o]
L

|

‘

Tekintsik a melléklet Munkalap18: masod-

7}
n
a

i

foku egyenlet cim( dinamikus oldalat, illet-

ax*+bx+c=0

ve a 23. abrat.

A munkalap segitségével, barmilyen

ax’+bx+c=0 4ltalanos alakban megadott — &5 &
egyenlet megoldhaté. Ugyanis a dinamikus

oldalon az a, b, c paraméterek valtoztatha-  2x-3x-5=0

tok és ezek fuggvényében kapjuk a masod- 2 b

foku egyenlet megoldasait.
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A feladat megoldasa nem tartalmaz sok ujdonsagot. Viszont segitségével nemcsak
az egyenlet gyokeit kapjuk meg, hanem fontos Osszefuggések figyelheték meg az
abra segitségével. Példaul felhivhatjuk a diakok figyelmét arra, hogy az egyenletnek
mikor van 2, 1 és 0 megoldasa, a parabola elhelyezkedésétél figgbéen. Be tudjuk mu-
tatni, hogy ha az a paraméter értekétdl fuggéen a>0, akkor a parabola felfelé, ha
a<0, akkor pedig lefelé fordul. Azt is be tudjuk mutatni, hogy az egyenlet gyokei, a
parabola zérushelyei lesznek.

Mivel ez a munkalap fontos 6sszefliggésekre is ravilagit, hasznalhatjuk az uj
anyag tanitasaban. Segitségunkre lehet a gyakorlé példak megoldasa soran szemlél-

tetésre, ellenérzésre.

4.2.2. Magasabb foku egyenlétienség

Az ilyen tipusu feladatok megoldast is szemléltethetjlik grafikusan, de a diakok
az ilyen egyenleteket csak algebrai mddszerrel, példaul helyettesitéssel tudjak meg-
oldani. Egy ilyen 10.-es tankoényvi feladat bemutatasa lathaté a Munkalap19: maga-

sabb foku egyenlétlenség oldalan és itt a 24. abran.

f 6_‘ X - 2 x* - 3<0 81.old./4.b.
_ 1.73<x<1.73 Az munkalapon és az abran a konkrét
4] feladat megoldasat latjuk. A fliggvény

maga fix alakzat, nem mozgathato.

A munkalap tartalmazza tovabba a

IM fliggvény harom szélséértekét A, B,
2

2 4 6  C, melyek koordinatait az algebra

ablakban tudunk leolvasni.

24, abra

A feladat megoldasa soran az egyenlétlenség bal oldalan allé kifejezést, mint fugg-
vényt abrazoltam. Majd az el6zd részben targyalt moédon kiirattam a rajzlapra az
egyenlétlenség megoldasait, amely egy intervallum. A polinom flggvény szélséérté-

keit pedig a szélséérték[f] paranccsal lehet megjeleniteni.

- 47 -


http://www.zmgzeg.sulinet.hu/matek/gg/melleklet/egyenletek/magasabbfoku_egyenlotlenseg.html

A munkalapot azért tartom fontosnak bemutatni a diakoknak, hogy lassak mi-
lyen egy magasabb fokszamu (negyedfoku) fuggvény. Szemléltetni lehet vele, hogy
egy ilyen flggvénynek egynél tobb zérus helye, tdbb szélséértéke, az egyenletnek

pedig tobb megoldasa is lehet.
4.2.3. Négyzetgyokos egyenlet

93. old./ 2.b.

. L : Vx+2+1=2x
A négyzetgyokos egyenlet grafikus

x=1.43 8]
megoldasat a Munkalap20: négyzet-

gyokos egyenlet oldala mutatja. A 8
munkalap geometriai ablakat pedig a
25. abran lathatjuk. |
Az abra szerinti két fuggvény met- /

széspontja adja a konkrét feladat = = = o

$-- L7

megoldasat. Itt a fliggvények nem

mozgathatok.

25. abra

4.3. Egyenletek a 11. évfolyamon

Ebben az évben a trigonometrikus, exponencialis és logaritmusos egyenletek
és egyenl6tlenségek megoldasat tanitjuk. Mindegyik feladattipusnal fontos az egyen-
letek grafikus megoldasa, de a trigopnometrikus egyenleteknél szinte minden feladat-
nal elengedhetetlen.
Ezeknek a feladatoknak a megoldasat a melléklet Egyenletek, egyenlétienségek

fejezetének 11. évfolyam részében talaljuk.

4.3.1. Trigonometrikus egyenlet és egyenlétlenség

A kovetkez8, Munkalap21: trigonometrikus egyenlet és egyenlétlenség oldal
két klldnb6z6 munkalapot tartalmaz. Mindkét feladat a 11.-es tankényvben talalhato,
az egyik egy trigonometrikus egyenlet, a masik egy egyenlétlenség megoldasat

szemlélteti.
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162. old. /2.b.

9 Szabad alakzatok *
-3 f(x) = sin(x - 1.05)
=@ g(x) = cos(0.52 - x) 3

2 Fuggd alakzatok

-3 A=(157,05)

-2 B=(4.71,05)

2 C=(7.85,05)

2 D=(157,0.5)
2 Seqgéd alakzatok

2 E=(-1.57,0)

2 F=(157,0)
-3 G=(4.71,0)
-3 H=(7.85,0)

sin(x - 1.05)=cos(0.52 - x)

sin(x-0.33m)=cos(0.171T-x)
x=0.61r+2kTT
x=1.611+2KTT

~0 J=(1.05,0)

-0 K=(052,1)
2 arx=157 g
O brx=471
2 €:x=785
O dix=-157
Je=05

-3 h=05 -

~3i=05 =

~2]=08 ’

-0 k=033
21=017

26. abra

162. old. /6.b.

A 27. abra a trigopnometrikus
egyenlétlenség megoldasat
mutatja. A rajzlaprdl leol-
vashatd az egyenlbtlenség
€s a megoldasa.

A linearis fuggveny itt is
mozgathatd, hatasara valto-
zik az egyenlétlenség meg-

oldas is.

A 26. lathatd az

egyenletrdl készilt munka-

abran

lap masolata.

A rajzlaprol leolvashato az
egyenlet és annak megolda-
sai. A szinusz és koszinusz
fuggvények mozgathatok és
igy valtoznak az egyenlet

megoldasai.

|2 Szabad alakzatok
7 f(x)=cos(2 x)
...... s g =112

= Flggé alakzatok

# A=(052,0.5)
» B=(3.67,05)
2 C=(6.81,05)
» D=(0.52,0.5)
2 E=(052,0)

2 F=(052,0)

» G=(3.67,0)

- @ H = (6.81,0) g i

/

1

AN

cos(2x)<112
0.52<x<2.62
0.17m+2k11<x<0.831T+2KTT

2 1=(2.62,05) +

‘ fos
> M= (2562,0) ]

» L=(5.76,05)

» N=(5.76,0)
2 0=017

2 r=083

= Segéd alakzatok

2arx=0

2 b:x=367
-0 el x=6.81

AN

7N

.62

2,0)

0 .;:._52V2.52
-1

e D\/ EEREEN

27. abra

Mindkét feladat megoldasa sok lépésbél allt, amit az algebra ablakban talalhaté ada-

tok is mutatnak. A megvalositasban a bonyodalmat a sok metszéspont és a radian-

ban torténé értékek atszamitasa okozta.

A munkalap jelentésége abban van hogy segitségével sok, hasonlé tipusu

feladat szemléltetheté és megoldhat6. A dinamikus oldal 6ran térténé kivetitésével

be tudjuk mutatni, a trigopnometrikus fliggvények és egyenletek kapcsolatat. Lattatni

tudjuk a trigonometrikus egyenletek, egyenlétlenségek megoldasanak peridodusat, a

kilonb6z6 megoldasok szamat.
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4.3.2. Exponencialis egyenlet
91.0ld./1.9.
A konkrét feladatot és annak grafikus 25 Fec e 1,3::0

megoldasat a melléklet Munkalap?22:

exponencialis egyenlet dinamikus
lapja mutatja. A rajzlaprol készult
képet pedig, a 28. abran lathatjuk.

Az linearis fuggvény mozgathatdé a
munkalapon, valtozasat az egyenlet

megoldasa is koveti.

4.3.3. Logaritmusos egyenldtlenség
114. old. / 3.d.

A tankonyvi feladat megoldasat megte-

log(4 x*+ 4 x -2)>0
-1.9<x<0.5 6]

kinthetjuk a melléklet Munkalap23: loga-
ritmusos egyenlétlenség oldalan.

Az egyenlbtlenséget és annak megolda-
sat lathatjuk a 29. abran.

Ezt a feladatot csak a feladat ellendrzé-

sére ajanlom, ugyanis az abrazolandd

fuggvény Osszetett, kdzépiskolasoknak

viszonylag nehéz.

8]

29. abra

Osszefoglalva, az egyenletek, egyenlétlenségek témakorben is nagy segitség
lehet a Ge0Gebra, Lathattuk, hogy viszonylag egyszeriien tudunk a program se-
gitségével egyenleteket megoldani. Megkonnyithetjuk a szamitasokat, szemléltetni
tudunk grafikus megoldasokat, és ra tudunk vilagitani a figgvények és egyenletek
kdzti Osszefiiggésekre. Eppen ezért hasznalhatjak tanarok, tanuldk egyarant az

egyenletek megoldasara és ellenérzésére is.
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5. Sikgeometria a GeoGebra-pan

Amennyiben geometriai feladatokat szeretnénk megoldani a GeoGebra.-
ban, akkor a program inditasa utan a geometria ablakban nem kellenek a Tengelyek
és a Racs. S6t a legtobb feladatnal az Algebra ablakra sem lesz szukségunk, ezért
ezeket a Nézet menuben allitsuk be.

A geometriai feladatok megoldasaban is igen sokrétlien hasznalhatjuk a
GeoGebra programot. Alkalmazhatjuk geometriai szerkesztések bemutatasara,
ahol a szerkesztés lépéseit visszajatszhatjuk, hasznalhatjuk bizonyitasi feladatok
szemléltetésére, és geometriai szamitasok elvégzésére is. Hasznalhatjuk a progra-
mot altalanosan az Uj anyag bemutatasanal és természetesen konkrét faladatok
megoldasanal is. Ezekre mutatok példat, sorba véve a kbdzépiskolai geometria tan-
anyag legfontosabb anyagrészeit. A feladatokat a sokszini Matematika 9-es és 10-
es tankonyveibél veszem és a megoldasokat a melléklet Sikgeometria fejezete tar-

talmazza.

5.1. Sikgeometria a 9. évfolyamon

Ebben a tanévben a haromszogek, négyszogek és sokszogek legfontosabb
tulajdonsagaival foglalkozunk a tandérakon. Valamint el6fordulnak ponthalmazokkal

kapcsolatos egyszeri feladatok. Nézzik sorban ezeket.

5.1.1. Haromszogek
A haromszogek legfontosabb jellemzdit a melléklet Sikgeometria 9. évfolyam

Munkalap24: haromszdg oldala mutatja, a képét pedig az alabbi 30. abra szemlélteti.

A munkalapon egy altalanos HAROMSZOG Keralet, teralet:
Oldalai: K=21.74

haromszog lathatd, a szokasos  a=6s6 T=10.71
b=9.16
jelolésekkel. A haromszog csu-  c=6.03 BeIe0 orodet
a=49.
B=93.39°

csai mozgathatok és ezek ym1,03°

. - , . , "+B'+y'=180°
fliggvényében kapjuk a harom- e
. . . Kiilsé ogei:
szbg adatait: oldalainak hosz- etsasze
, v 2 -l v . p'=86.61°
szat, bels6 és kulsb szogeinek V'=138.97°
o'+p'+y'=360°

nagysagat, valamint a harom-

sz0g keruletét, terlletét. 30. abra

-51 -


http://www.zmgzeg.sulinet.hu/matek/gg/melleklet/geometria/haromszog.html

A megvaldsitas soran a Ge0Gebra nghany Gj parancsat illetve ikonjat hasznaltam.

A haromszoget legegyszeribben sokszog ikonnal rajzoltam meg, mikdzben kije-
I6ltem a rajzlapon a haromszog csucsait. De megtehetjuk azt is, hogy el6szor fel-
vesszlik a haromszdg cslcsait a geometria ablakban, majd a soksz6g[A, B, C] paran-
csot hasznaljuk a haromszdg megrajzolasahoz. Mindkét esetben a program automa-
tikusan elnevezi a sokszoget, esetinkben a haromszoget és az algebra ablakban
megadja a haromszog oldalainak hosszat és a teruletét is. A kerulet kiszamitasat a
szokasos modon a parancssorba beirt kozvetlen utasitassal oldottam meg: K=a+b+c.
A haromszog belsd szogeit, a legegyszeriibb moédon a szog[T sokszdg] paranccsal
lehet meghatarozni. llyenkor a program egybél elnevezi a haromszog szogeit és ér-

tékUket megadja az algebra ablakban.

nal, majd megadjuk a szdget alkotdé harom csucspontot a megfelel6 korlljarasi irany

Természetesen megtehetjuk, hogy a szogeket egyesével kijeloljuk a 4 sz0g ikon-
szerint. llyen médon hataroztam meg az abran lathato kllsé szogeket is, amelyeket
természetesen at kellett nevezni.

A feladat attekinthetéségének érdekében az algebra ablakban szerepl6 fontos ada-
tokat a szokasos modon kiirattam a rajzlapra is.

Ez a munkalap j6 példa arra, hogy milyen egyszer(ien tudunk a GeoGebrd-pan
geometriai alakzatokat megjeleniteni az eszkdzsor ikonjainak segitségével és milyen

egyszerlen tudjuk meghatarozni a geometriai alakzatok jellemzéit.

5.1.2. Négyszogek

A haromszogekhez hasonldan altalanos négyszogeket is kdnnyen tudunk raj-
zolni a program segitségével és egyszerlien meg tudjuk hatarozni a jellemzéit is.
Nehezebb feladat, ha egy specialis négyszoget, példaul trapézt szeretnénk szerkesz-
teni. Ennek megvaldsitasara mutatok példat a kdvetkezd konkrét tankoényvi feladat
kapcsan.
A feladat a 9.-es tankdnyvben talalhaté 136. old. /1.
Feladat: Mekkora szbget zarnak be egymassal egy trapéz egyik szarara illeszkedd
bels6é sz6gének szdgfelezbi?
A megoldast a szdéban forgd melléklet Munkalap25: négyszdg-trapéz dinamikus olda-

la tartalmazza, és a feladathoz tartoz6 31. abra a munkalap képét mutatja.
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Mekkora szoget zarmak be egymassal egy trapéz eqyik szaréra illeszkeds ket belss szégének szogfelezsiz A MUN kalapon a feladat

Valasz: 90° szbvege és bizonyitasa is
Bizonyitas: lathatd. Az abra a feladat
a+6=180°,ezértg+;=90° o o
L megoldasat szemlélteti,
ADE haromszégben:
& . . , ,
b 2+ +0=180°,vagyls miszerint az atlok 90°-os
90°+p=180°, azaz . ,
0=90° szoget zarnak be.

\ Ha a csucsokat mozgatjuk
B

a rajzlapon akkor is mer6-
31. abra ,
legesek lesznek egymasra

a szogfelez6k.

A feladat megoldasaban a trapéz szerkesztése okozta a nehézséget. Ugyanis nem
tehetjUk meg, hogy tetszdlegesen rajzolunk négy pontot, amik trapézt alkotnak, hi-
szen a pontok mozgatasaval mar nem biztos, hogy trapézt kapunk.

Eppen ezért csak harom pontot: A, B, és C pontot vettem fel Szabad alakzatnak, és

az A és B pontokra illesztettem egy e egyenest. Egyenest az eszkdzsor E‘ egye-
nes ikonjaval hoztam létre, de az egyenes[A, B] paranccsal is megtehettem volna.

Majd a C ponton keresztul parhuzamost huztam az elébbi e egyenessel, kaptam f

egyenest. Parhuzamost az eszkdzsor g parhuzamos ikonjaval szerkesztettem,
ahol el6szo6r az e egyenest, majd a C pontot kell megadni. Végul pedig a D pontot az
f egyenesre illesztettem. Ezt a legegyszer(ibben az egyenesen torténd kijeldléssel
tehetjik meg, de pont[f] paranccsal is megoldhatjuk.

Természetesen a két parhuzamos egyenes e és f a trapéz alapjait tartalmazzak és
az abran nem lathatok, vagyis Segéd alakzatok. Ezek utan rajzoltam meg a négy-

szdget, a haromszognél megismert médon, az A, B, C és D pontokra illesztve.

Kovetkezé lépés a szbgfelez6k megszerkesztése, melyet a szogfelez6 ikonnal
rajzoltam meg, de hasznalhattam volna a szdgfelez6[B,A,D] vagy a szogfelezé[a,d]
parancsot is.

Az atlok metszéspontjat és szogeét pedig a mar megismert médon akar parancs, akar
a megfelel6 ikon segitségével meghatarozhatjuk. A program automatikusan jeldli

meg a derékszoget az abran lathaté maodon.
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Mivel a szerkesztés bnmagaban nem bizonyitas, ezért a bizonyitas I1épéseit a rajzla-
pon meg is jelenitettem. igy az abra és a mellette 1év6 bizonyitas alkalmas a tanéran
torténd bemutatasra. A trapéz pontjainak mozgatasaval pedig megmutatjuk a tanu-
I6knak, hogy ez az allitas tetsz6leges trapézra is igaz

A munkalap kapcsan a geometriai szerkesztést és bizonyitast is be lehet mu-
tatni, és e kettét parhuzamba allitani. Tovabba ennek a feladatnak a megoldasa is
nagyon jol szemlélteti, a program sokoldalusagat, azt hogy egy feladatot tobbféle-

képpen is meg tudunk valdsitani.

5.1.3. Sokszogek

A haromszogek és négyszogek utan a tananyagban a sokszogek kovetkez-
nek. A sokszdgekkel kapcsolatos geometriai szamitasi feladatokat is megoldhatunk a
GeoGebra segitségével. Erre mutatok példat a melléklet Munkalap26: sokszdgek

oldalan, melynek rajza az alabbi 32. abran lathato.

SOKSZOGEK Oldalainak szama:

A munkalapon a sokszdg olda- .
n=

lainak n szama a csuszkan val-

toztathaté és ennek figgvényé- P
n(n-3) _
).

ben kapjuk meg az n oldalu

54

sokszog atloinak szamat, belsé

Bels6 szdgeinek 6sszege:

(n-2)180°=1800°

szogeinek nagysagat, valamint

Szabalyos n-oldali sokszog egy belsé szoge:

a szabalyos n-szog egy belsé

(n-2)180°
n

=150°
szdgének nagysagat.

32. abra

A megoldasban az abran lathaté sokszdg szimbolikus, egyszerlien a sokszog pa-
ranccsal rajzoltam meg. A feladat Iényege a geometriai szamitasokban rejlik, melye-
ket a parancssorba irt paraméteres utasitassal oldottam meg.

Pl.: n*(n-3)/2 .

Ez a munkalap leginkabb a konkrét szamitasi feladatok gyors ellenérzésére alkal-
mas. JOl mutatja, hogy a programmal geometriai szamitasokat is végezhetink, meg-

konnyitve a munkankat.
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5.1.4. Ponthalmazok
Az el6bbi feladatok kapcsan mar talalkoztunk ponthalmazokkal. A most kdvet-

kez6 feladatban viszont egy adott tulajdonsagu ponthalmazt kell megszerkeszteni és

a feladat megoldasa soran is tobb ponthalmazt hasznalunk (szogfelez6, parhuza-

mos, merdleges...).

A feladat a 9.-es tankdnyvben talalhato, 136. old. / 5.

Feladat: Vegylunk fel egy 60°-os szdget. Szerkesszlnk a szdogtartomanyba, a szara-

kat érint6 2 cm sugaru kort!

A Munkalap27: ponthalmazok oldalon lathaté a feladat és annak megoldasa. Vala-

mint az oldalrdl készllt kép a

Vegyiink fel egy 60°-0s széget. Szerkessziink a szogtartomanyba

33. ébrén |S |éthaté . a szérakat érinté 2 cm sugari kért!

Szerkesztés lépései:
a=60"
kor kdzeppontja a megadott szog

Az oldalon lathatd a szerkesz-  sigeisziion tese

kér kézéppontja 2 cm tavolsagra van a sz6g szaraitél,

tés VéZ|ata éS menete . ezért az egyik szogszaratol 2 cm tavolsagra

parhuzamos egyenest szerkesztiink

Ha a NaVigéCIés eSZkOZté' parhuzamos egyenes és a szigfelezd
.. . metszéspontja adja a kdr kdzéppontjat
ron lévd Lejatszas gombra
kattintunk, akkor megnézhet6

a szerkesztés Iépésenként is.

A szerkesztés Kkivitelezése 33. abra

sok 1épésbdl allt. Elészor felvettem az A és B pontokat, majd erre szerkesztettem egy

Aa

60°-0s szoget az eszkoztar L=J szdg adott mérettel ikonjaval. Az ikon kivalasztasa
utan kijeldltem az A és B pontokat, majd a megjelend ablakba megadtam a 60°-o0s
szOget és a koruljaras iranyat.

Egyrészt a kor kdzéppontja az adott sz6g szdgfelezbjén van, ezért megszerkesztet-
tem a 60°-0s sz0g szogfelezbjét. Masrészt a kor kozéppontjanak és a szdgszarnak a

tavolsaga 2 cm, igy a szogszarral 2 cm tavolsagra parhuzamost szerkesztettem. En-

nek modja, hogy el6szor merdlegest llitottam a szdgszar A pontjaba a =< mer6le-

ges ikonnal. Majd A pontbdl rajzoltam egy 2 cm sugaru kort a kor kozépponttal
és sugarral ikonjaval és kijeloltem a merdleges és a kor metszéspontjat. Ekkor a

metszéspontba kellett egy a szogszarral parhuzamos egyenest szerkeszteni.
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A parhuzamos egyenes és a szdg szogfelezjének a metszéspontja adja a kor ko-
zéppontjat, amit szintén a kor kozépponttal és sugarral ikonjaval megrajzoltam.
Megjegyzem, hogy a kort meg lehet a kor[K,r] paranccsal is rajzolni, ahol K a kor ko-
zéppontja, r pedig a sugara.
A szerkesztés nem minden lépése lathatd az abran, ugyanis ez az abra attekintheto-
ségét befolyasolna. Viszont a Navigaciés eszkoztaron a Szerkesztd protokoll
gombjan a nem lathato szerkesztési [épéseket is meg tudjuk nézni.

Ezzel a feladattal igen jol tudjuk szemléltetni a bonyolultabb szerkesztéseket
IS. Megtehetjuk, hogy a tanoran Iépésenként végig megylnk a szerkesztés menetén,
a Navigaciéos eszkoztaron Iépegetve, de akar tobbszor is lejatszhatjuk az egész
szerkesztést, a Lejatszas gomb segitségével. Tudjuk szabalyozni a tanulok képes-
sége szerint a lejatszas sebességeét is. Pl. 2-3 masodperc lépésenként.
A munkalapon is lathatd, hogy szép és igényes szerkesztést tudunk késziteni, me-
lyeket a tandrakon be tudunk mutatni a tanuléknak, megkonnyitve szamukra a meg-

értést és természetesen a mi munkankat is.

5.1.5. A haromszog kordlirt és beirt kore

A ponthalmazok egyik csoportjat alkotjak a haromszog kordlirt és beirt kore. A
kovetkez6 két munkalap, a melléklet Munkalap28: haromszog korulirt és beirt kore
cim( oldala erre mutat példat. Az oldalon talalhaté elsé munkalapnak a rajzat a 34.
abran is lathatjuk.
A munkalapon az ABC e reremessg e ere
haromszdg és a EDF
haromsz6g csucsai is
mozgathatdk.
A csucspontok valtozta-
tasanak hatasara valto-

zik a koré irt és a beirt

kor kozéppontja és a kor

maga is.
34. abra
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Az ABC haromszog csucsainak mozgatasaval jol szemléltethetd, hogy hol helyezke-
dik el a haromszdog koré irt kor kozéppontja. Mivel a haromszdg szdgei az abran és a
rajzlapon lathatéak, igy az 6sszefliggés vilagos: hegyesszodgl haromszog esetén
belll, derékszégl haromszdg esetén az atfogon, tompaszdgl haromszog esetén a
haromszogon kival van a kdzéppont.

A feladat kivitelezése egyszerl volt. A koré irt kor megszerkesztése egy ikon segit-

ségevel tortént. Az eszkdzsor @ koré irt kor ikonjanak kivalasztasa utan meg kel-
lett adnom a mar megrajzolt haromszog csucspontjait. De hasonldéan egyszerl meg-
oldas lenne a kor[A,B,C] parancs, ami szintén a koré irt kort adja.

A beirhatd kér megszerkesztése esetén a hagyomanyos szerkesztés lépéseit kellett
végrehajtani. Vagyis a beirhato korh6z megszerkesztettem a haromszog keét szogfe-
lezdjét, melyek metszéspontja a beirt kor kdzéppontja. A kdzéppontbdl valamelyik
oldalra bocsatott merdleges kimetszi az oldalon a kdrvonal egy tetszdleges pontjat.

Ezeket a szerkesztési lépéseket a mar ismert modon végrehajtottam, majd végul a

kort @ kor kdzépponttal és keruleti ponttal ikonjaval megrajzoltam.

Az oldalon lathaté masik munkalap 2 a haromszog beirt és koriilirt kdre kdzotti dssze-

fuggést szemlélteti, a munkalaprol készult képet az alabbi, 35. abra mutatja.

Feladat: Az ABC haromszog C csucsa korbe fut a haromszdg koré irt korén.

Mi a haromszogbe irt kor kdzéppontjanak mértani helye?

Az ABG héroms25 C csiicse Kirbe fu  hiramsz5g kGre irt kirén. M a haromsz5gbeln kbre kzéppontianak mértani helye?

4=43.94° BT6.56" y=69.5° 6=119.75° A munkalapon A C pont a
korulirt koron mozgathato
€és a mozgatasaval medfi-
gyelhetd, hol helyezkednek
el a beirt kor k6zéppontjai.

A feladat megoldasat az

abran berajzolt szogek se-
gitik.

35. abra

2 A munkalap Papp-Varga Zsuzsa munkaja
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Megoldas: A beirt kor kdzéppontjai az AB szakasz & szogi latokorén helyezkednek
el. Mivel & a haromszog szogfelezbibdl alkotott szog, ezért 8=180°-(a/2+p/2). Egyen-
letrendezés utan 6=90°+y/2, azaz & értéke csak y sz6g nagysagatdl fligg.
Amennyiben mozgatjuk a haromszog B csucsat, akkor valtozik a y és természetesen
a 8 szog is.

A feladat elkészitése hasonlo az el6z6 munkalaphoz. Egy ujabb lépést tartalmaz,
melyet érdemes kiemelni, ez pedig a mértani hely meghatarozasa. Miutan meg lett

szerkesztve a haromszdg koré irt majd beirt kore az elébb vazolt médon, utana a

mértani hely ikonjanak kivalasztasa kovetkezett, majd az C és O pontok kijelolé-
se. Ennek hatasara rajzolja ki a program az O pont altal befutott I1atékort. A mértani
helyet a mértani hely[C,0] parancs segitségével is meg lehet rajzolni.

A szerkesztés menetét itt is megnézhetjik a Lejatszas gombbal, de a Szerkesztd
Protokollbdl is sokat tanulhatunk.

A feladat megértése és bebizonyitasa sem egyszerl, ezért ez a munkalap
nagy segitség, mind a feladat megértésében és értelmezésében, valamint a megol-
das helyességének bebizonyitasaban is. Ezt a példat mindenképpen a jobb képes-
ségil tanuldknak ajanlom. Ez a szép feladat nem az altalam hasznalt tankdnyvbdl
valo, igy témajaban a haromszog koreihez soroltam. Viszont érdemes elévenni ezt a

példat akkor is, amikor a latékor fogalmaval megismerkednek a tanulék.

5.1.6. Thalész-kor

A Thalész-tétellel kapcsolatban egy olyan feladatot valasztottam melynek kap-
csan a geometriai feladat diszkusszidjat is elvégezhetjik.
A feladat a 9.-es tankényvben talalhato, 144. old. /4.b.

Feladat: Szerkesszink haromszoget, ha adott két magassaganak talppontja és a
harmadik oldal egyenese. Vizsgaljuk meg, hogy a pontok és az egyenes kolcsonos
helyzetétdl figgéen hany megoldasa van a feladatnak.

A megoldast a melléklet Munkalap29: Thalész-kor lapja tartalmazza. Az oldalrdl ké-
szult képet pedig az alabbi 36. abra mutatja.

A szerkesztés lépései az abran és a rajzlapon is lathatok.
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Szerkessziink hiromszéget, ha adott két magassaganak talppontja és a harmadik oldal egyenese.
Vizsgaljuk meg, hogy a pontok és az egyenes kélcsonds helyzetétdl fiiggéen
hany megoldasa van a feladatnak.

A munkalapon a Navigaci-

0s eszkoztaron lépegetve,

Szerkesztés lépései:

Ta és Tb pontok rajta vannak a c oldal, mint atméré
fole irt Thalész-kdron, ezért a TaTh szakasz a kor harja

vagy a Lejatszas gombra

hir szakaszfelezé merélegese kimetszi az egyenesen
a Thalész-kor kdzéppontjat, a kér sugara pedig KTa szakasz

kattintva a szerkesztés

Thalész-kor kimetszi az e egyenesen a haromszég , .
A és B cslcsat, majd ATa és BTb egyenesek m enete meg n eZhetO .
metszéspontja adja a C csticsot

A feladat megoldasainak

Diszkusszid:

mozgassuk a Ta és Th pontokat, és ennek kg
lathatjuk a megoldast, vagy 1 vagy 0 megoldas lehet

szama pedig a T, ,Tp, P és

P

Q pontokat mozgatva latha-

to.

36. abra

A feladat megvaldsitasa az el6bbiekben targyaltakhoz hasonléan tortént. Egyetlen uj

eleme a szerkesztés menetének a T,T, szakasz felezémerélegesének megrajzolasa.

Ezt a |épést az eszkdzsor szakasz felez6 ikonjaval oldottam meg, az ikon kiva-
lasztasa utan kijeldltem a T, , Ty, pontokat. Ugyanezt a lIépést a parancssorba irt sza-
kaszfelez6[Ta ,Th] paranccsal is megoldhattuk volna.
A szerkesztésnek nem minden Iépése lathatd az abran, ugyanis az attekinthet6séget
zavarna a sok segédvonal. Viszont a Szerkeszté Protokollon megnézhet6 a szer-
kesztés Osszes Iépése.
Amennyiben mozgatjuk a T, , Ty, P vagy Q pontokat, azt tapasztaljuk, hogy a feladat-
nak 1 vagy 0 megoldasa van attdl fliggéen, hogy a T,T, hur szakaszfelez6 merdle-
gese metszi-e vagy sem a PQ szakasz egyenesét.

Ajanlom ezt a példat bemutatni a matematika 6ran, ugyanis igy jobban atlatha-
té a diak szamara, mit is jelent a diszkusszid, és mire kell gondolnia, ha egy feladat

megoldasainak szamat kell megadnia.

5.2. Sikgeometria a 10. éevfolyamon

Ebben a tanévben a korrel kapcsolatos ismereteket targyaljuk. Majd néhany
tovabbi fontos tétel kerul elétérbe, mint a parhuzamos szelék-tétele, magassagtétel,
befogoététel. Ezen U ismeretek bemutatasara, valamint konkrét feladatok megoldasa-
ra készitettem el a kdvetkez6 munkalapokat, melyet a melléklet Sikgeometria feje-
zetének 10. évfolyam feladatai kdz6tt talalunk.
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5.2.1. Koriv hossza, korcikk teriilete

Ennél a témakdrnél a legnehezebb feladat, megtanitani a tanuldknak a szog
radianban valé mérését és a radianban megadott szoggel torténd szamitast.
Ennek szemléltetésére és a szog és radian kozotti 0sszeflggés bemutatasara ajan-
lom a kovetkezd oldalt, melyet a fenti melléklet Munkalap30: koériv hossza, korcikk

terllete alatt talalunk meg. A rajzlap képét az alabbi 37. abran lathatjuk.

A munkalapon a korcikk o

ql_2'1 _ .
sz6gét (radianban adott) ) 0=120.32
r==6
€s r sugarat a csuszkan Kériv hossza:

, . i = i=12.6
szabalyozhatjuk. C
Ezek fuggvényében kap- Korcikk teriilete:
juk a szoban forgd korcikk T et

rajzat, teruletét, valamint a

korcikkhez tartozo koriv

hosszat.

37. abra
A feladat megoldasa soran el6szor a két csuszkat kellett felvennem. A szbget azért
abrazoltam radianban, mert a GeOGebra-pan radianban megadott szégeket at
tudunk szamitani fokra, viszont forditva nem. Ugyanis, ha egy fokban megadott
szoggel miveleteket végzink, példaul elosztjuk 180°-kal, hogy radianba atvaltsuk,
akkor is az eredmény mellett feltinteti a program a ° mértékegységet. Viszont az ab-
ran is lathatd, hogy a radianban felvett szoget konnyen atvalthatjuk fokra a szog[a (]
paranccsal.
A csuszkak és az atvaltas utan felvettem az A pontot, ami koértl megrajzoltam az r
sugaru kort. A B pontot, ezen a kdrvonalon jeldltem ki és megrajzoltam az AB suga-
rat. A C pontot megszerkeszthetjuk elemi geometriai mdédszerekkel, amiket mar tar-
gyaltunk. Vagyis az AB szakaszra felmérjuk az a nagysagu szdget, majd vesszuk az
eredeti kor és a szogszar metszéspontjat, igy kapjuk C pontot.
Viszont én ennél egyszerlibben szerkesztettem meg a C pont helyét, az A pont korul

elforgattam a B pontot a szdggel, a forgatas[B, a, A]* paranccsal.

® A forgatas részletezése a geometriai transzformacioknal kovetkezik.
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Miutan meghataroztam a korcikk A, B, C pontjait, a koriv és korcikk megrajzolasahoz

a program eddig nem hasznalt ikonjait alkalmaztam.

» A koriv megrajzolasahoz az eszkdzsor koriv kdzépponttal és két pontja-
val ikonjat hasznaltam, megfelelé sorrendben kijelolve a pontokat. Ekkor a
program automatikusan kiszamolja és az algebra ablakban megjeleniti a koriv
hosszat.

» A korcikk megrajzolasahoz és teruletének kiszamitasahoz pedig az eszkozsor

korcikk kozéppontjaval és két pontjaval ikonjat alkalmaztam és kijeloltem

a harom pontot.
Természetesen végull a feladatot megformaztam, a szogeket, az ivet és a terlletet
atneveztem. Utoljara pedig a mar ismert modon a képleteket és az eredményeket a
rajzlapon megjelenitettem.

A feladat kivaléan alkalmas egyrészt a szamitasos feladatok gyors ellenérzé-
sére. Tovabba bemutathat6 segitségével az ivmérték és a fok kdzotti 6sszefliggés,

valamint a radianban tortén6 szamitas menete.

5.2.2. Kozépponti és keruleti szogek tétele

Ez a tétel bnmagaban nem nehéz. A diakok gyorsan megértik és tudjak is al-
kalmazni. Azért tartottam fontosnak ezt a feladatot kiemelni, mert itt egy munkalapon
nemcsak egy tételt, hanem kettét is nagyon jol tudunk szemléltetni.
Tekintsik meg a széban forgd melléklet Munkalap31: kerlleti és kdzépponti szoégek

oldalat, valamint a hozza tartozé 38. abrat.

a: keriileti szog
B: kozépponti szbg

pe2a A munkalapon a kor K kézéppontja, a kor-

ivet alkotd A és B pontok valamint C pont is
mozgathatd. Nyilvan C pontnak az AB iven
kivul kell elhelyezkednie.

A pontok mozgatasaval megfigyelheté két
tetel allitasa is. Egyik a keruleti szogek téte-

le, masik pedig a kozépponti és keruleti

szdgek tétele.
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Ha a C pontot mozgatjuk az AB koriven kivll, akkor azt latjuk, hogy az a keruleti
sz0g nagysaga nem valtozik. Azaz igaz a keruleti szogek tétele, miszerint ugyanazon
ivhez tartozo keruleti szogek ugyanakkora nagysaguak. Viszont ha az A vagy B pon-
tokat mozgatjuk, akkor valtozik az a és a B sz6g nagysaga is, de minden esetben
B=2a 6sszeflgges fennall, ami a kdzépponti és keruleti szogek tételét igazolja.

A feladat megoldasa a mar ismertetett modszereket és formazasokat tartal-
mazza, ezert nem részletezem. Viszont érdemesnek tartom a munkalap tanérai be-
mutatasat, ugyanis a pontok mozgatasaval tényleg latvanyosan tudjuk igazolni a dia-

koknak a fenti két allitast.

5.2.3. Parhuzamos szeldk

Az el6ébbi részhez hasonldan itt is egyszerre két ismert tétel bemutatasara ké-
szitettem a megfeleld munkalapot. Ez a két tétel a parhuzamos szel§, illetve a par-
huzamos szel6szakaszok tétele. Bar ez az oldal nem a tételek bizonyitasat szolgalja,
hanem a tételekkel kapcsolatos képleteket és szamitasokat tartalmazza.
Nézzuk meg a melléklet Munkalap32: parhuzamos szel6k oldalat, és az oldalrdl ke-
szult 39. abrat.

A munkalapon az a, b, ¢ és x
szakaszok hossza a cslUszkan ~— = ..
valtoztathato. - e
Ezek fuggvényében valtozik a
parhuzamos szel6k abraja, és a
képletek szerint kiszamitott d és ey

y szakaszok hossza.

39. abra

A feladat megoldasa nem volt nehéz, de sok Iépésbdl allt. Miutan felvettem a négy
csuszkat, a megadott szakaszokbdl kellett megszerkeszteni az abran lathaté képet.
A szerkesztés |épései az el6bbi geometriai szerkesztésekbdl logikusan kovetkezik.
El6szor létrehoztam az a, ¢ és x szakaszokbdl az abra kisebbik haromszogét. Majd

az A pontbdl kiindulé félegyeneseket kellett rajzolni a haromszog oldalaira illesztve.
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A félegyenes megrajzolasa az eszkdozsor félegyenes ikonjanak kivalasztasaval,
majd a két megfelel6 pont kijelolésével tortént. EI6szor mindig a félegyenes kezd6-
pontjat kell megadni. Félegyenest rajzolhattuk volna a félegyenes[A,B] paranccsal is,
ahol az A pont a félegyenes kezd6pontja.
Majd az a szakaszt tartalmazd félegyenesre felmértem a b szakasz hosszat és a
végpontjaba parhuzamost szerkesztettem az x szakasszal. igy kaptam meg az y
szakaszt és a d szakaszt. Természetesen az abra méretaranyos a csuszkan bealli-
tott és a szamitott értékekkel.
Apré hibaja a feladatnak, hogy ugyanazt a szakaszt kulonb6zd indexelésekkel jeldl-
tem. Példaul a’=a. Ennek oka, hogy ugyanazt a betlt nem lehet kétszer hasznalni a
GeoGebra-pan egy munkalapon. Vagyis amikor felvettem az a szamot a cstszka-
nak, akkor azt mar nem hasznalhattam az a szakasz elnevezésére. Eppen ezért a
kllonb6z6 indexelésl szamok és szakaszok ugyanazt a szakaszt jeldlik ebben a fel-
adatban.

A szerkesztés itt is joval tobb lepésbdl all, mint ami az abran lathatd, de ennek
a feladatnak a lényege a két tétel bemutatasa és a szikséges szamitasok elvégzése.
Jol tudjuk alkalmazni, a tételek bemutatasanal és a szamitasos feladatok ellenérzé-

sénél, ha a megfeleld értékeket allitjuk be a csuszkan.

5.2.4. Aranyossagi tételek a derékszogii haromszogben

A derékszogl haromszogekkel kapcsolatos aranyossagi tételeket, a magas-
sagtételt és befogotételt egy konkrét tankdnyvi feladat segitségével mutatom be.
A feladat a 10.-es tankdnyvben talalhato, 145. old / 3.

Feladat: Egy derékszogli haromszdg atfogdjanak hossza 16 cm. Az atfogdhoz tarto-
z6 magassag az atfogot 1:3 aranyban osztja két részre. Szamitsuk ki a befogok
hosszat.

A feladat megoldasat a melléklet Munkalap33: aranyossagi-tételek a derékszogi
haromszdgben oldala tartalmazza. A feladathoz tartozé szamitasok és a szerkesztés
menete a munkalapon lathatd. A munkalaprol készilt képet pedig az alabbi 40. abran

lathato.
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Egy derékszogii haromszog atfogéjanak hossza 16 cm. A mun kalap a kon krét felad at

Az atfogohoz tartozé magassag az atfogot 1:3 aranyban osztja két részre.

Szamitsuk ki a befogok hosszat. megolda’sa’t ta rtal mazza.

Adatok: ’ .«
y=s0° Azonban a haromszdog c¢ olda-

c=16 cm

lan talalhatdé T pont mozgata-

Szamitasok:

p=4 saval, mas hasonlé feladatok

CFW: r r . -
m=\33=6.92 megoldasat is leolvashatjuk az
p=4

a=\cp=8

b=\cg=13.86

abrarol.

A Lejatszas gombbal pedig a

40. abra szerkesztést nézhetjlik meg.

A munkalap létrehozasa a ¢ szakasz megrajzolasaval kezdddik. Ezutan a c oldalt a

megadott aranyban felosztottam és kaptam a T pontot. Majd az AB szakasz mint

atméré folé rajzoltam egy félkorivet a félkor ikon segitségével. A T pontbdl alli-
tott meréleges és a félkor metszéspontja adja a derékszogli haromszdg C csucsat.
Ezutan megrajzoltam a haromszdg oldalait és a CT szakaszt, mint a haromsz6g ma-
gassagat amit m-mel jeloltem.
A rajzlapon a szerkesztés mellett a magassagtételhez és a befogotételhez tartozé
Osszefuggéseket, valamint a hianyzo értékeket: m, a és b pedig kiirattam.

A munkalap egy konkrét példa megoldasat tartalmazta. Viszont ennek a pél-
danak a mintajara megvaldsithatnank a példa altalanositasat. Példaul megtehetnénk,
hogy a p és q szakaszokat paraméteresen vennénk fel és ezek fliggvényében barmi-

lyen magassagtétellel, vagy befogotétellel kapcsolatos szamitast elvégezhetnénk.

A sikgeometria témakdrben targyalt feladatok is mutatjgk a Ge©Gebrd prog-
ram sokoldalusagat. Lathattuk, hogy a geometriaban is sokrétlien tudjuk hasznalni a
programot altalanos és konkrét példak megoldasara is. Ebben a témakorben a leg-
tobb feladatot mint lattuk, ikonok segitségével végre tudjuk hajtani. Ezért igen latva-
nyos példakat és szerkesztéseket hozhatunk létre. Erdemes ezeket a szerkesztési
lépéseket is bemutatni a tanuldknak, nemcsak a kész munkalapokat.
Tovabba alkalmas a program szerkesztések visszajatszasara, bizonyitasok szemlél-

tetésére, geometriai szamitasok elvégzésére és diszkusszid készitésére is.
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6. Geometriai transzformaciéok a GeoGebra-pan

Ha geometriai transzformaciokkal kapcsolatos feladatokat szeretnénk megol-
dani a GeoGebra-val, akkor a sikgeometriahoz hasonléan a program inditasa utan
célszerl a Nézet menluben a Tengelyeket és a Racsot eltintetni. Tovabba az Al-
gebra ablakra sincs szikségunk ebben a témakadrben.

Geometriai transzformacidkkal a 9.-es és 10.-es tananyagban talalkozunk. 9. évfo-
lyamon az egybevagdsagi transzformaciok, mig 10.-ben a hasonlésagi transzforma-
ciok szerepelnek a torzsanyagban. A témakor mindegyik anyagrészéhez tobb uj,
hasznos GeoGebra parancsot és hozzakapcsoldds ikont mutatok be, amelyeket
nem csak a geometriai transzformacioknal tudunk hasznalni. A fejezethez tartozé

munkalapokat a melléklet Geometriai transzformaciok fejezete tartalmazza.

6.1. Geometriai transzformaciok a 9. évfolyamon

Ebben a fejezetben az ismert egybevagdsagi transzformaciokat veszem sor-
ba, bemutatva mindegyik transzformacié estén, a Ge©Gebra program lehetésége-
it. Valamint az eddigiekhez hasonléan megemlitem mindegyik munkalap kapcsan,
mire is tudjuk hasznalni az igy elkészult oldalakat.

Az egybevagosagi transzformaciokat tartalmazé munkalapokat a melléklet Geomet-

riai transzformaciok 9. évfolyam fejezete alatt talaljuk meg.

6.1.1. Tukrozések
A kdzéppontos és tengelyes tukrozést egy munkalapon mutatom be, melyet a
fenti melléklet Munkalap34: tikréozések oldala lathatunk. A munkalaprol készilt képet

pedig az alabbi 41. abra tartalmazza.

Kézéppontos tiikrozés Tengelyes titkrozés

A munkalapon lathatd O kozép-

pont, t tengely valamint a harom- c
szogek ABC és DEF csucsai a
rajzlapon mozgathatok.

Ezek fuggvényében kapjuk a ha-
romszdgek kdzéppontos, illetve Ny E
tengelyes tukorkeépét.

41. abra
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A feladat megoldasa a haromszogek valamint az O pont és a t tengely felvételével
kezdddott. Ezt a sikgeometrianal megismert médon oldottam meg. Mivel az egyenest
két pontjaval rajzolhatjuk meg, ezért az egyenes mozgatasa is e két pont vonszola-
saval torténik.
A feladat I1ényegi része a tukrozések elvégzeése volt. Mindegyik tukrozést egyszerien
a tiikrozés[ ] paranccsal egyetlen Iépésben is el tudunk végezni. Csak arra kell figyel-
ni, hogy mit és mire (pontra vagy egyenesre) akarunk tikrézni.
Néhany példa tukrozésekre:

> tukrozés[A,0] parancs az A pontot tiikrozi az O pontra,

> tukrozés[P,0] parancs az P sokszdget tiikrozi az O pontra,

> tiikrozés[A,t] parancs az A pontot tikrozi az t tengelyre,

> tiikrozés[Q,t] parancs a Q sokszoget tiikrozi a t tengelyre .
Vagyis tukrozhetjuk az alakzatokat pontonként is. De egyetlen paranccsal is megold-
hat6 tetsz6leges sokszog tukrozése akar centralisan, akar tengelyesen is.

Tukrozhetjlik az alakzatokat az eszkdzsor megfeleld ikonjaival is. Ha kdzéppontosan

szeretnénk tukrozni, akkor \: centralis tukrozés ikont mig tengelyes tukrozésnél a

tengelyes tukrozés ikont hasznalhatjuk. Az ikonok alkalmazasa esetén is van
lehet6séglnk pontok és alakzatok kijelolésére és tukrozésére. Arra kell csak figyel-
nink, hogy az ikon kivalasztasa utan el6szor a tukrozendd alakzatot jeldljuk ki, majd
azt amire tukrozni szeretnénk. Természetesen a tukrozott alakzatokat a program au-
tomatikusan elnevezi, amiket a szokasos jeldlések szerint atnevezhetlnk.

A munkalap bemutatdsa a matematika 6rakon nagyban megkonnyiti a mun-
kankat. Egyrészt nem kell tablan szerkeszté eszkdzokkel szerkesztenunk, és ezzel
sok id6t nyerink. Masrészt még jo eszkozokkel sem tudunk, ilyen pontos és szép
szerkesztéseket végezni.

Tovabbi elébnye a munkalapnak, hogy az O pont és a t tengely mozgatasaval a
transzformaciok tulajdonsagait is bemutathatjuk a diakoknak. Példaul az O pont
mozgatasaval megfogalmazhatjuk a fixpont, fix egyenes és invarians egyenesekkel
kapcsolatos allitasokat. De természetesen azt is észrevehetjik, hogy kézéppontos
tukrozésnél szakasz és képe mindig parhuzamos lesz. Tengelyes tukrozésnél a t

tengely mozgatasaval fogalmazhatunk meg hasonlé allitasokat.
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6.1.2. Forgatas

A forgatas az a transzformacié, amit a legnehezebben értenek meg a diakok
és ezért sok tanulénak gondot okoz a megszerkesztése is. Ennek a problémanak a
megoldasara készitettem el a kdvetkez6 munkalapot, abban a reményben, hogy se-
gitséget nyujt a matematika orakon.
A munkalapot a széban forgé melléklet Munkalap35: forgatas oldalan talaljuk meg és
a hozza kapcsolédod képet az alabbi 42. abran lathatjuk.
Forgatas o szhagel {posty ranybar) A rajzlapon a forgatas szdgét a
csuszkan szabalyozhatjuk, és en-
nek flggvényében valtozik az
eredeti ABC haromszdog O pont
kordli elforgatott képe.

Természetesen az O kodzéppont

és az ABC haromszog csucsai is

mozgathatok az oldalon.

42. abra

A munkalap létrehozasat az a szog felvételével és a sz0g megrajzolasaval kezdtem.
Magat a szog rajzat is forgatassal hoztam létre. Majd megrajzoltam az ABC harom-
szdoget és kijeldltem az O kézéppontot. Ezutan a forgatas parancs és ikon segitségé-
vel is elvégezhetd ugyanazt az eredményt kapjuk.

> forgatas[S,a,0] parancs segitségével az S alakzatot a megadott a szdggel O

pont korll egy lIépésben elforgatjuk, vagy

» az eszkozsor pont korlli forgatas adott szoggel ikon segitségével, az ikon
kivalasztasa utan el6szor a forgatandoé alakzatot, majd a forgatas kdézéppontjat
kell kijeldIni és ezutan megadni a forgatas sz6gét és iranyat.
Az altalam készitett munkalapon csak az 6ramutato jarasaval ellentétes iranyu forga-
tast mutattam be, de hasonléan megvaldsithaté lenne a masik iranyu forgatas is.
A munkalap készités utolso lépése itt is a formazas és a szokasos jeldlések létreho-
zasa.

Végul a munkalap elényeirél par sz6. Az a szog valtoztatasaval, igen jol szem-
léltethet6 a forgatas Iényege. Lathatd az abran, hogy az A pont OA sugaru kdrvona-

lon mozog és az elfordulas szége pontosan a.
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Tovabba a szog valtoztatasaval és az O pont mozgatasaval itt is be tudjuk mutatni a
forgatas tulajdonsagait. Azaz milyen feltételek esetén létezik fixpont, fix egyenes és
invarians egyenes.

Megfigyelheté az abran az is, hogy az a=180°-0s forgatas a kézéppontos tlkrozés-
nek felel meg. Osszegezve, ez a feladat is segitheti a tanérakon az anyag megérté-

sét, kovetkeztetések levonasat, ezért ajanlom tanaroknak és diakoknak egyarant.

6.1.3. Eltolas
Az eltolas 6nmagaban nem jelent nehézséget a tanuloknak, de az eltolast

meghatarozé vektorok miatt érdemes neki figyelmet szentelni.

Nézzik meg a melléklet Munkalap36: eltolas oldalat, és az alabbi 43. abrat.

A munkalapon valtoztathatd a il vveldorra

vektor nagysaga, allasa és ira-

nya is. Valamint mozgathaté az

ABC haromszdg mindharom

csucsa. Ezek fuggvényében

kapjuk a haromszoég Vv vektorral

eltolt képét.

A megoldasban ujdonsag a vektor felvétele volt. Vektort rajzolni tobbféleképpen tu-
dunk:

> vektor[D,E] paranccsal, ahol D a kezd6pont, E pedig a végpont,

» vagy az eszkoztaron kivalasztjuk a vektor ikonjat és a rajzlapon pedig ki-
jeldljuk a vektor kezd6 és végpontjat.
A vektor megrajzolasa és a haromszdg felvétele utan az eltolast kellett elvégezni,
mely torténhet parancs és ikon segitségével is:
> eltolas[P,v] paranccsal, ahol P esetlinkben a sokszoget jelenti, de lehet mas

alakzat is, v pedig az eltolas vektora,

» az eszkozsor E‘ eltolas ikonjaval, ahol az ikon kivalasztasa utan az eltolni
kivant alakzatot, majd az eltolas vektorat kell megadnunk,
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» amennyiben csak egy pontot szeretnénk eltolni, az el6z6kon tul hasznalhatjuk

az eszkozsor vektor pontbadl ikonjat is.
Utolsé lépése a szerkesztésnek a munkalap megformazasa, a megfeleld jeldlések
létrehozasa.

Ennek a munkalapnak az elénye, a szemléltetésen tul az eltolas tulajdonsaga-
inak vizsgalata. De arra is alkalmas, hogy a vektorokkal kapcsolatos alapfogalmakat

bevezessuk.

6.1.4. Vetitések

A parhuzamos és kdzéppontos vetités nem tartozik az egybevagosagi transz-
formaciok kdzé, és nem képezi a 9-es térzsanyagot sem. Ennek ellenére a tankényv
is utal ra, mint geometriai transzformaciokra, és én mindig bemutatom tanéran, mint
eérdekességet a diakoknak. Fontosnak tartom, hogy a tanuldk lassanak mas, nem
feltétlenul egybevagdsagi transzformaciokat is.
Ennek bemutatasara készitettem a kdvetkez6 munkalapot, melyet a melléklet Mun-
kalap37: vetitések cim alatt talalunk meg. Az oldalrél készlilt kép abrajat a 44. abran
lathatjuk.

Parhuzamos vetités Koézéppontos vetités o
A
B
e -
—_\C
B A C
ABC haromszdg képe a vetitésnél PQR haromszdg képe a kézéppontos vetitésnél
egy szakasz lesz is egy szakasz lesz
44. abra

A munkalap mindkét rajzan a pontok mozgathatdk és amennyiben a pontok és képuk
a rajzlapon marad megkapjuk a haromszogek parhuzamos és meréleges vetlletét.
Lathaté az abran, hogy ennél a transzformaciénal haromszoég képe nem is harom-

sz0g, hanem szakasz lesz.
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Azt is tudjuk szemléltetni, hogy ugyanannak a haromszognek a képe is valtozhat, és
nem feltétlen ugyanakkora nagysagu szakaszt kapunk képként ha kozéppontosan
vetitunk.

A feladat megoldasa sok apro |épésbdl allt, de egyik Iépés sem volt 6nmaga-
ban ujdonsag a sikgeometria fejezetben megismertekhez képest. Ezt az oldalt csakis
szemléltetésre szanom, érdekesebbé tehetjik vele a transzformaciokrol alkotott keé-

pet a diakok szamara.

6.2. Geometriai transzformaciok a 10.évfolyamon

Ebben az évben a kdzéppontos hasonlésaggal és a hasonldsagi transzforma-
cioval ismerkednek meg a tanuldk. Mindegyik transzformaciot egy-egy munkalapon
mutatom be, és leirom melyik oldal milyen 0j elemeket tartalmaz az eddigieken tul.
A fejezethez tartozd két munkalapot a melléklet Geometriai transzformaciok 10.

évfolyam alfejezete alatt talaljuk meg.

6.2.1. Kézéppontos hasonlésag

A kdzéppontos hasonlosagi transzformaciéo bemutatasara és feladatok megol-
dasara is alkalmas a kévetkez6 munkalap, melyet a fenti melléklet Munkalap38: ko-
zéppontos hasonlésag oldalan megnézhetunk. A hozza tartozd képet pedig a lenti
45. abran lathatjuk.

A munkalapon a kozéppontos ha-

Kézéppontos hasonlésag
k=-25

sonlésag k aranyat a csuszkan
(-5,5) intervallumban szabalyozhat-
juk.

Tovabba a koézéppontos hasonlo-
sag O kdzéppontjat és az ABC ha-

romszOg csucsait a rajzlapon moz-

gathatjuk.

Ezek fuggvényében kapjuk az aktu-
45. abra alis haromszdg k aranyu hasonlé-

sagi képét.
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A munkalap létrehozasa a csuszka, a haromszog és az O pont felvételével kezd6-
dott. Ezutan pedig a kdzéppontos nyujtast kellett elkészitenem, melyre szintén két
lehetéségem volt:

> nyujtas[P,k,0] parancs hasznalata, melynél a P sokszdg k eléjeles nagysagu

O kozéppont koruli nyujtott képét kapom,

» az eszkozsor nyujtas ikonjat valasztva megadom a sokszoget, majd a
kozéppontot és vegul a megnyilé ablakba beirom a hasonldsag aranyat.
Mindkét esetben ugyanazt az abrat kapom képként. Tovabba akar paranccsal vagy
ikonnal szerkesztem meg a képet, nemcsak sokszog, hanem tetszdleges alakzat ko-
zéppontosan hasonld képét meg tudom rajzolni. Lathatjuk, hogy ezt a viszonylag sok
szerkesztést igényl6 transzformaciodt is nagyon egyszeriien egyetlen paranccsal vagy

ikonnal tudjuk kivitelezni a GeoGebra-pan.

A munkalapot a kdézéppontos hasonlésag, mint Uj anyag tanitasanal hasznal-
nam a tanorakon. Segitségével konnyen be tudom mutatni az alakzatok egyez6 alla-
su vagy forditott allasu képét, valamint hogy mikor beszéllink nagyitasrol vagy kicsi-
nyitésrol.

Tovabba a feladat kapcsan szemléletesen meg lehet tanitani az egybevagosagi
transzformaciokhoz hasonléan a kdézéppontos hasonlésag tulajdonsagait. A k hason-
|6sagi arany valtoztatasaval azt is meg lehet mutatni, hogy a |k|=1 aranyu kézéppon-
tos hasonldsag egybevagosagi transzformacio, és k=1 esetén identitas, k=-1 esetén
pedig kdzéppontos tikrozés. Természetesen ezzel a munkalappal is id6t és energiat

nyerhetlink ha kivetitjuk a matematika érakon.

6.2.2. Hasonlésagi transzformacioé

Mint tudjuk, a hasonldésagi transzformacié egy kézéppontos hasonlésag és
egybevagoésagi transzformaciok egymasutanja. Az altalam készitett feladat egy koé-
zéppontos hasonlosag és egy tengelyes tiukrozés egymasutanjabdl all. De természe-
tesen a tengelyes tukrozés helyett mas egybevagosagi transzformaciot is valaszthat-
tam volna. Mivel mar uUj elemeket nem tartalmaz a szerkesztést illetéen ez a munka-
lap, csak a szemléltetés miatt tartottam fontosnak ezt az oldalt elkésziteni.
A hasonlésagi transzformaciordl készilt munkalapot a melléklet Munkalap39: hason-
l6sagi transzformacio oldala alatt talaljuk meg, és a rola készllt képet az alabbi 46.

abran lathatjuk.
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A rajzlapon a hasonlésag Kk Hasonlagitranscfomacs
nya a csuszkan allithat6. Vala- :
mint az O kézéppont és az ABC

haromszog csucsai pedig a rajz-

lapon mozgathatok. Tovabba a

o

tukortengely is a kijelolt két pont-

javal mozgathato.

Mindezek flggvényében kapjuk
az eredeti haromszog hasonlo

képét. 46. abra

A feladat megvaldsitasa egyszerli, az el6bb ismertetett transzformacios Iépések
egymasutanjabal all, ezért nem részletezem.

Mint emlitettem ezt az oldalt csakis szemléltetésre szanom az 6rakon, bemu-
tatva ezzel a munkalappal a hasonldsagi transzformacio fogalmat. Tovabba érdemes

az oldal kapcsan a haromszogek hasonldésagardl is néhany szot ejteni.

Osszegezve a geometriai transzformaciokrol elmondottakat, szinte minden e
témakdrben elékeriilé feladatot kdnnyen meg tudunk oldani a GeoGebrd-pan. Mint
lattuk minden transzformaciot egyetlen paranccsal, vagy ikonnal végre tudunk hajtani
€s nagyon szemléletes attekinthet6 abrakat kapunk. Ezért ebben a témakorben kife-
jezetten ajanlom a program matematika 6ran valé hasznalatat féleg tanarok szama-

ra.
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7. Trigonometria a GeoGebra-pan

Trigonometriaval 10. és 11. évfolyam tananyagaban talalkozunk. A trigono-
metria alapjait 10.-ben vesszlk, 11.-re csak a trigonometrikus fuggvények és egyen-
letek képezik a tananyag részét. Ezekkel kapcsolatos feladatokat mar a megfelelé
fejezetekben -flggvények, egyenletek- mar sorra vettem, igy ezekkel itt nem foglal-
kozom. Vagyis az ebben a fejezetben talalhaté példak kifejezetten a 10-es tankonyv

anyagara épulnek.

7.1.Trigonometria a 10.évfolyamon

Ebben a tanévben ismerkednek meg a tanuldk a hegyesszdgek szodgfluggve-
nyeivel, a trigonometrikus szamitasokkal és a forgasszogek szogfliggvényeivel. Ta-
pasztalataim szerint ez a témakodr az atlagos képességi diakoknak altalaban nehéz.
Az anyag konnyebb megértésére és megtanitasara készitettem el a kdvetkezd mun-
kalapokat, bizva abban, hogy jél hasznalhatok lesznek a matematika oktatasban.
A feladatokhoz tartozé munkalapokat a melléklet Trigonometria fejezet 10. évfo-

lyam alatt talaljuk meg.

7.1.1. Hegyesszogek szogfiiggvényei

A hegyesszogek szogfuggvényeihez készult munkalap a melléklet elébb emli-
tett fejezetének Munkalap40: hegyesszogek szogfuggvényei cim alatt talalhato. Ez-
zel parhuzamosan nézzik meg a lenti 47. abrat.

, e , . . Hegyesszogek szagfiiggvényei
A derékszogl haromszog a szoge

a csuszkan valtoztathatd 0-90° ko- o o
zott. Ennek fuggvényében kapjuk Cb
cosa=— cos30°=0.87
az aktualis haromszog abrajat és :
.. v g . . , tga=1 tg30°=0.58
az a szog szogfluiggvényeit. A ha-

b
ctga= 7 ctg30°=1.73

romszdg A csucsa is mozgathato a

rajzlapon, ezzel tudjuk a harom-

szoget nagyitani és kicsinyiteni. 47. 4bra

A munkalap elkészitését a csuszka felvételével kezdtem. Ezutan megszerkesztettem

a derékszogl haromszdget elemi geometriai modszerekkel. A haromszog oldalainak
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hossza természetesen tetszlleges volt a szerkesztésnél, csak a derékszoget és a
megadott a szoget kellett figyelembe venni a szerkesztésnél. Ezutan kiirattam a rajz-
lapra a szdgfliggvények képletét és az aktualis a szoghoz tartozd szogfliggvényérté-
keket. Ezek meghatarozasahoz a Ge0Gebra peépitett fliggvényeit hasznaltam:
sin(a), cos(a), tan(a) illetve a kotangens esetén az 1/tan(a) parancsot irtam a parancs-
sorba.

Ez a munkalap alkalmas egy adott hegyesszdg szdgflggvényértékeinek ki-
szamitasara. Ha valtoztatjuk az a széget gyorsan megkapjuk az adott sz6g mind-
egyik szogfuggvényeértékét. Ezért a trigonometrikus flggvények készitésénél is
hasznalhatjuk a szamitas megkdnnyitésére.

Tovabba alkalmas ez az oldal a szogfliggvények értelmezésének magyarazatanal is.
Az A pont mozgatasaval a haromszoget nagyitani és kicsinyiteni tudjuk, vagyis az
eredetihez hasonlé haromszdget kapunk. Ez a hasonlésag fogalmanak elmélyitésé-
ben is segit. Valamint az is lathatd, hogy a haromszdg szbgei nagyitasnal és kicsinyi-

tésnél nem valtoznak, és igy a szogfliggvények értéke sem valtozik.

7.1.2. Latékor szerkesztés, a kor sugara
Ebben a részben egyszerre két egymashoz szorosan kapcsolédd problémat
oldottam meg egy konkrét tankonyvi feladat kapcsan.
A feladat a 10-es tankdnyvben talalhato, 171. old. / 5.
Feladat: Jeldlje a haromszdg egyik oldalanak hosszat: a, a az oldallal szemkdzti

szOget. Mekkora a haromszdog koré irt kor sugara, ha a=3 cm és a=30°7?

A feladat tulajdonképpen a haromszog kordlirt kdér sugaranak meghatarozasa. Ez
egyszer( trigonometria szamitassal, képlettel megoldhatd. Ezért kiegészitettem a
példat, a feladat megszerkesztésével is, ami nem mas, mint adott a szakaszhoz a
sz0gU latokort kell szerkeszteni. Ezzel a szerkesztéssel megkapjuk az 6sszes olyan
haromszoget -nemcsak egy ilyen Iétezik- ami a feladat feltételeinek eleget tesz.

Ezek utan nézzuk meg a melléklet Munkalap4l: 1atokor szerkesztés, a kor sugara
cimd oldalt, ami az el6bb emlitett szamitast és a hozza kapcsolddd szerkesztést is

tartalmazza. Valamint tekintsik a kovetkez6 48. abrat.
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Jelilje a haromsziog egyik oldalanak hosszat: a, a az oldallal szemkizti szdget.
Mekkora a haromszog koré irt kir sugara, ha
a=3

a=730°

a=3 cm o=30"

azok a pontok, amelyekbdl egy szakasz megadott
a szdghen latszik, a szakasz a szdgl 1atdkarén vannak

koré irt kor sugara:

a=2 rsina r=3 cm

7

48. abra

A munkalap mikddése: a haromszdg megadott a oldala és a szdge a csuszkan val-
toztathat6 és ennek fliggvényében kapjuk a haromszog koré irt kdrének sugarat.
A munkalapon a Lejatszas gomb segitségével megnézhetjik a |atdékor szerkeszté-
sének menetét is. Igaz itt a szerkesztés nem minden lépése lathato az attekinthet6-
ség miatt. Viszont ha szeretnénk megnézni a szerkesztés Osszes |épését, akkor
hasznaljuk a Szerkeszté Protokoll gombot. igy az is lathatd, hogy az egész feladat
a mar megismert elemi geometriai szerkesztési lépésekbdl all.

Ezzel a munkalappal, mint emlitettem kettés célom volt. Egyrészt megoldani
egy konkrét feladatot, melyet az adatok valtoztatasaval altalanosithatunk. Masrészt
szemléltetni a konkrét szamitasi feladat mégott meghuzédd geometriai szerkesztést.

Eppen ezért az oldalt hasznalhatjuk a latékér szerkesztésének bemutatasara is.

7.1.3. Trigonometriai szamitas
A kovetkezd Osszetett feladat megértése, lerajzolasa és megoldasa is elég
bonyolult. Ezért tartottam fontosnak bemutatni ezt a feladatot.

A példa a 10.-es tankdnyvben talalhato, 175. old. / 6.

Feladat: Egy hegy C csucsat a hegy labanal Iévd A pontbdl a vizszinteshez képest
60°-0s szdgben latjuk. Ha az A pontbdl a vizszintessel 30°-0s szdget bezard egye-
nes uton 1 km-t megyunk, akkor olyan B pontba jutunk, melyre CBA szdg 135°.
Milyen magas a hegy?
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A feladat megoldasa a melléklet Munkalap42: trigonometriai szamitas oldalan talal-

hato, a geometriai ablak képe pedig az alabbi 49. abran lathato.

a vizszintessel 30°-os széget bezaré egyenes uton 1 km-t megyiink, akkor olyan B pontba jutunk, melyre CBA szog 135°.

Milyen magas a hegy? c
ABE haromszogben:
Adatok:
CAD sz6g=60° sin(30°)= :‘—B m=0.5 km
BAE sz6g=30°
CBA SZﬁg=1 352 cos(30°)= P p=0.87 km
AB=1 km AB
h=? - ECB haromszégben:
ta( 15°):? q=1.87 km
ACD haromszogben:
sin(60°)=——|  h=2.37 km
p+q
vizszintes -

D
49, abra

A munkalapon a feladat sz6vege, a kigytijtott adatok és a méretaranyos rajz is latha-
t6. A megoldashoz szukséges trigonometriai 0sszefuggések és az eredmények a
munkalap jobb oldalan helyezkednek el. Lathatd, hogy a feladat maga és a szdveg
alapjan a rajz elkészitése is bonyolult.

A konnyebb megértést segitve a szerkesztést megtekinthetjuk, ha a Navigacios
eszkoztaron a Lejatszas gombra kattintunk. igy lathatjuk azt is, hogy az abra elké-
szitése is egészen sok, 45 1épésbdl allt.

A munkalap megvaldsitasa nemcsak hosszadalmas, de bonyolult is volt.

Maga a méretaranyos abra elkészitése sem volt egyszerl, a szerkesztés lépéseit
nem részletezem, hiszen a Szerkeszt6 Protokoll tartalmazza.

A f6 problémat a megfelelé nagysagu kép beszurasa és a mar elkészilt geometriai

abranak a hattérképre illesztése volt.

A hattérképet az eszkdzsor G kép beszurasa ikon segitségével illesztettem be. A
kép beszurasanak menete, az ikon kivalasztasa utan a rajzlapra kell kattintani, ugy

hogy a beillesztendd kép sarka odakerul, ahova a rajzlapon kattintunk. Természete-
sen az igy beszurt kép mozgatas ikonnal mozgathat6. Maga a rajzlap is moz-

gathatdé az eszkdzsor rajzlap mozgatasa ikonnal. Ezek segitségével hoztam

fedésbe a hattérképet és a mar elkészult abrat.
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Persze magat az abrat, ugy hogy a méretarany megmaradjon, az eszkozsor

nagyitas és i kicsinyités ikonjaival méreteztem a hegy magassagahoz képest.

Mivel ez egy konkrét feladat, a munkalapon nem tudunk semmit sem mozgat-
ni, az abra pontjait fix alakzatnak vettem. Viszont maga a feladat megoldasa és a
szerkesztés lejatszasa miatt érdemes a matematika 6ran bemutatni. igy talan a tanu-

|6k is jobban megértik és atlatjak az ilyen tipusu feladatok megoldasanak menetét.

7.1.4. Forgasszogek szogfuggvényei

Ebben a témakoérben a hegyesszog szdgfliggvényeit kiterjesztjik tetszbleges
nagysagu szogekre. Ennek bemutatasara készitettem az itt kdvetkez6 munkalapot,
melyet a melléklet Munkalap43: forgasszogek szogfluggveényei cim alatt talalunk. Az

oldalrdl készilt képet a lenti 50. abran lathatjuk.

Forgasszégek szogfiiggvényei Q %(1,1.73)
a =60

A munkalapon az a forgasszog értéke

0-360° kozott allithatd a csuszkan.

Ennek hatasara kapjuk az aktudlisan e L ina=0.57
beallitott forgasszég szogfliggvényér- ™ cosa=0.5
tékeit. 60%

cosa T tga=1.73

Tovabba az abran és a munkalapon is

jol lathaté a forgasszog szogfluggveé-

nyeinek értelmezése.
50. abra

Ezt a munkalapot legféképpen a forgasszogek értelmezésének bevezetésénél

hasznalnam. Egy abran jol lathatd, a harom szogflggvény értelmezése. Természe-

tesen a tangenshez hasonldéan a kotangens értelmezése is elkészithet6. De érdemes

hasznalni ezt a munkalapot, ha egy adott sz6g szégfliggvényértékét akarjuk megha-

tarozni, vagy a trigonometrikus figgvényeket akarjuk abrazolni. Ajanlom ezt a mun-

kalapot tanaroknak és diakoknak egyarant.
Osszegezve, a sikgeometridban megismert szerkesztési modszereket a trigo-

nometriai feladatok megoldasanal is hasznalhatjuk. igy ebben a témakérben is hasz-

nos munkalapokat készithetink, melyeket tudunk hasznalni az oktatasban.
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8. Koordinata-geometria a GeoGebra-pan

A koordinata-geometriai feladatok megoldasa el6tt célszerli, ha a program
inditasa utan a Nézet menuben beallitjuk, hogy a Tengelyek és a Racs is lathato
legyen. Sé6t ebben a fejezetben az Algebra ablakra is szlikség lesz a szamitasok
miatt, ezért ezt is célszeri kijeldini.

Mint latni fogjuk, ebben a témakdorben igen széles korben hasznalhatd a
GeoGebra program. Egyrészt szemléletessé teszi a feladatok megoldasat, mas-
részt megkdnnyiti a bonyolult szamitasokat. Nézzik is meg, hol és miért érdemes a
feladatok megoldasanal alkalmazni a programot. A fejezethez tartozé munkalapokat

a melléklet Koordinata-geometria fejezete alatt talaljuk.

8.1. Koordinata-geometria a 10. évfolyamon

A kdzépiskolai tanitdsban koordinata-geometriaval 10. évfolyamban talalkoz-
nak a diakok el6szor. Itt ismerkednek meg a vektorok koordinatakkal valé leirasaval,
a helyvektorokkal és a vektormUveletekkel. Tovabba itt talalkoznak el6szdér pontok-
kal, felez6pontokkal. Ezek szemléltetésére szolgal a melléklet Koordinata-

geometria 10. évfolyam fejezet alatti két munkalapja.

8.1.1. Vektorok, vektormiiveletek
Az anyagrészhez kapcsolédd mellékletet a Munkalap44: vektorok, vektormu-

veletek cim alatt talaljuk. A munkalaprél készult képet az aldbbi 51. abran lathatjuk.

a=(4,7)  |a|=8.06 12]
b=(10, 3)|b|=10.44
a+b=(14,10)
a-b=(-6,4)

0=43.56°
a*b=61

vvvvvvvvvvvv

51. abra
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A munkalapon az a és b helyvektorok A és B végpontja mozgathaté, és ezek fiigg-
vényében kapjuk a két vektor |a|, |b|-vel jel6lt hosszat, a+b 6sszegét, a-b kiilonbsé-
gét, a vektorok altal bezart a széget, valamint az a-b skalaris szorzatot.

A munkalap elkészitésének els6 1épése a vektorok felvétele volt. Vektort, az eltolas-
nal mar megismert moédon tudunk felvenni a koordinata-rendszerben, azaz hasznal-
hatjuk a megfelelé parancsot, vagy ikont. Amennyiben helyvektort szeretnénk felven-
ni, akkor erre létezik egy kilon parancs: vektor[pont], ahol a pont a helyvektor vég-
pontja.

A vektorok hosszat a hossz[vektor] parancs segitségével hataroztam meg. De meg-

tehettem volna azt is, hogy az eszkdzsoron a ikonra kattintva kijeldlom a vektor
két végpontjat és igy az algebra ablakban lathaté a vektor hossza. A vektorok dssze-
gét, kulonbségét és skalaris szorzatat pedig egyszerlien az aritmetikai miveletekkel
oldottam meg. Vagyis a Ge©Gebra-ban vektorokkal ugyanugy végezhetiink szami-
tasokat, mint a szamokkal.

A vektorok altal bezart szdg pedig szintén tdbbféleképpen meghatarozhaté, az eddig
megismert geometriai médszereken tul, a szog[vektor, vektor], parancs segitségével
is. Itt érdemes megjegyezni, hogy a matematika oran a hajlasszdg kiszamitasa, igy a
két vektor szogének meghatarozasa is 0sszetett feladat. Ezt a mivelet, mint lattuk
egyetlen paranccsal, vagy a megfeleld ikonnal borzaszté egyszeriien meg tudjuk ol-
dani.

A munkalapon a Navigacios eszkoztar Iépésein Iépegetve, vagy a Lejatszas
gombra kattintva a vektormiveletek szerkesztésének Iépéseit lathatjuk, bemutatva
az ismert paralelogramma-madszert is. Eppen ezért érdemes ezt az oldalt az Uj
anyag ismertetésénél bemutatni a diakoknak. De hasznalhatjuk a munkalapot akkor

is, ha ellendrizni akarjuk a kitlizott feladatok megoldasat is.

8.1.2. Felezépont, harmadol6 pont, stulypont
A pontokkal kapcsolatos feladatok bemutatasa el6tt fontos megemliteni, hogy
a GeoGebra-pan a pontokat nemcsak az egérrel tudjuk kijeldIni a rajzlapon, ha-

nem megtehetjik azt is, hogy a parancssorba beirjuk a pont koordinatait. Pl.: A=(2,3).
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A pontokkal kapcsolatos feladatok bemutatasara szolgal a szoban forgd melléklet

Munkalap45: felez6pont, harmadolé pont, sulypont oldala, ami a cimnek megfeleléen

harom feladatot tartalmaz.

A felezbpont kiszamitasat segité munkalap képe lathatoé az alabbi 52. abran.

Adott A és B pontok a rajzlapon tet-
szblegesen mozgathatok és ezek
fuggvényében kapjuk a szakasz F
felez6pontjanak koordinatait.

A felez6pontot megkaphatjuk, ha a

parancssorba kozéppont[A, B] vagy

kozéppont[szakasz] utasitast irunk,

vagy az eszkozsoron kijeldljiuk a

felezd6 vagy kozéppont ikont és

A=(1,3) B=(9,7)
FELEZOPONT :
F=(5, 5)
e S PAE PRI e s T
52. abra

a szakasz végpontjaira kattintunk.

A szakasz harmadolé pontjainak meghatarozasa mar nehezebb feladat. Tekintsuk

meg az elébbi munkalapot és a kovetkez6 53. abrat.

Az rajzlapon az AB szakasz végpontjai  A=(1,6) 10]
L < . . B=(9,3) |
mozgathatok és ezek fluggvényében ) 8]
] o HARMADOLOPONTOK : | A
. H
harmadolo pontjait. H,=(6.33, 4) 4] 2 .
4-/a
A harmadolé pontokat legegyszer(ib- 2]
| b
ben a vektorok segitségével lehet —— 0 ——t ——t—t
-8 -6 -4 2, | 2 4 6 10 12
meghatarozni. -2
Ehhez megrajzoltam az A és B pont 4]
helyvektorait, majd a parancssorba a =
-8
kovetkez6 utasitasokat irtam: ,
53. abra

> H_1=2/3*a+1/3*b, illetve
> H_2=1/3*a+2/3*b.
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A haromszog sulypontjanak meghatarozasa a felez6pont meghatarozasahoz hason-
l6an, egyszerlien megoldhatd. Tekintsik a kovetkezé 54. abrat.

Az ABC haromszdg csucspontjai

g:g g; mj 5 szabadom mozgathaték a munkala-
c=(. 1 . pon és ezek helyétél fiiggéen kapjuk
SULYPONT: 6 c ., .. . .
S=(5.67. 4.33) 1 a a haromszog S sulypontjat.
4jA A haromszog sulypontjanak megha-
“ b . tarozasahoz a sulypont[sokszdg]

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

8 6 -4 2 Jo 2 a4 s ‘s 10 122 12 parancsot hasznaltam. Természete-
sen ezzel a paranccsal tetszéleges
soksz6g sulypontja is megadhato

lenne.

54. abra
Az el6bbi harom egyszerl feladat jol mutatja, hogy a koordinata-geometriai
feladatok korében is jol hasznalhaté a program. Az is lathatd, hogy az el6z6h6z ha-
sonléan alkalmazhatjuk szélesebb kérben is. Példaul készithetiink olyan munkalapot
is, ami egy szakaszt akar 4, vagy 5 egyenl6 részre oszt, vagy barmilyen sokszdognek
megadhatjuk a sulypontjat. Ezek a feladatok leginkabb szemléltetésre és a feladatok

ellen6rzésére alkalmasak.

8.2. Koordinata-geometria a 11. évfolyamon

A 11.-es tananyag jelent6s részét dleli fel ez az anyagrész. Nagyon sok és
valtozatos feladatot kell megoldani ebben a témakorben a diakoknak, melyek mind-
egyikénél hasznalhatjuk a programot. Alkalmazhatjuk az egyenesekkel kapcsolatos
példaknal, de természetesen a kdrnél és a kupszeleteknél is.
Ebben a részben ezeket az alakzatokat veszem sorba, bemutatva hogyan lehet a
koordinata-geometriai példaknal a szerkesztéseket és a szamitasokat osszekapcsol-
ni. Fontosnak tartom a munkalapok kivetitését, ugyanis a szamitasok melletti szemlé-
letes abrak igen megkonnyitik a munkankat, hiszen a tanuldk hajlamosak elnagyolni
a pontos abrak készitését.
A fejezethez tartozé munkalapok a melléklet Koordinata-geometria 11. évfolyam

fejezete alatt talalhatok.
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8.2.1. Az egyenest meghatarozé adatok

Az egyenesek megjelenitésére a korabban targyaltak szerint tobb lehetbsé-

gunk is van. Mint mar lattuk megtehetjuk, hogy az egyenest az eszkozsor E* egye-
nes ikonjaval vessziik fel, vagy a parancssorba beirt egyenes[A pont, B pont] pa-
ranccsal.
Tovabba eljarhatunk ugy is, hogy az egyenes egyenletét kozvetlenul beirjuk a pa-
rancssorba. A kdvetkezd formak megengedettek:

> e:y=2x+1 vagy e: -2x+y=1 alak,

> e:X=(-0.5,0)+ A (1, 2) paraméteres forma.
Barmelyik médszerrel vessziik is fel az egyenest, mindegyik esetben az algebra ab-
lakban megkapjuk az egyenes egyenletét, és a geometriai ablakban pedig az egye-
nes grafikonjat.
Ha az egyenes kdrnyezeti menujét valasztjuk, akkor az egyenes egyenletének alakja
(explicit, implicit, paraméteres) megvaltoztathatd, ugyanugy mint az egyenes tulaj-

donsagai. Természetesen az egyenes at is nevezhet6.

Ha mar adott az egyenes a koordinata-rendszerben, akkor az egyenest jelle-
meznlnk is kell. Az egyenesek legfontosabb jellemzéit foglaltam 6ssze a kdvetkezé
munkalapon, melyet a széban forgd melléklet Munkalap46: az egyenest meghataro-
z6 adatok oldal alatt talalunk meg. Az oldalrdl készult képet pedig az alabbi 55. ab-
ran lathatjuk.

A munkalapon az egyenes A

és B pontja a rajzlapon moz- ™%’ 2
a=33.69° o

gathaté. Az egyenes elhe- v=(64) 1
n=(-4, 6)

lyezkedésétdl fuggben kapjuk
az egyenest jellemzd adato-
kat:

» m meredekséget, B 6

» «airdnyszoget, T4

» Viranyvektort,

» N normalvektort.
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A munkalap elkészitése soran el6szor elkészitettem az abrat a mar ismert geometriai
modszerekkel. S6t az egyenes iranyszogét is elemi geometriai |épésekkel hataroz-
tam meg. Majd az egyenesek tovabbi jellemzdinek meghatarozasahoz a kdvetkezé
beépitett parancsokat hasznaltam:
> Meredekség[egyenes] — megadja az egyenes meredekségét és kirajzol egy
meredekségi haromszoget. Az egyenes iranyszoge a meredekségbdl is kony-
nyen kiszamolhato lenne, hiszen m=tg(a).
> Irany[egyenes] — megadja az egyenes egy iranyvektorat, ha az egyenes
egyenlete ax+by=c, akkor az iranyvektor v=(-b,a).
> Normalvektor[egyenes] — megadja az egyenes egy normalvektorat, az el6bbi
példaban n=(a,b).
Ha sziukséges, akkor megadhatjuk az egyenes egységnyi hosszusagu iranyvektorat,
és normalvektorat is, az egységvektor[egyenes] és egységnyinormalvektor[egyenes]
parancsokkal.

A munkalap az egyenes adatai kozotti 6sszefuggést szemlélteti, igy jol hasz-
nalhaté a tanitasban az Osszefuggések megvilagitasara. Ha az egyenes A és B
pontjat a sikon mozgatjuk, bemutathatjuk az egyenes adatai kézétti kapcsolatot. De
hasznalhatjuk a munkalapot olyan feladatok megoldasara is, amikor adott az egye-
nes két pontjaval, és nekunk kell megadni az egyenest jellemz6 adatokat. llyen fel-

adatoknal inkabb csak ellenérzésre ajanlom a munkalapot.

8.2.2. Egyenes iranyvektoros egyenlete

A feladatok masik nagy csoportjat alkotjak az olyan példak, amikor nekink kell
az egyenes egyenletét meghatarozni az egyenest jellemz6 adatokbol. A kovetkezd
munkalapokon az ilyen tipusu feladatokat veszem sorba.
Egyik legegyszeriibb feladat, amikor az egyenesnek az egyenletét az egyenes v
irAnyvektorabdl és egy P pontjabdl kell felirni.
Ennek a problémanak a megoldasa a melléklet Munkalap47: egyenes iranyvektoros
egyenlete cimd oldalon lathaté. A munkalap geometriai ablakardl készult képet az
alabbi 56. abran lathatjuk.
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P=(-2,3)
y=(6, 4)

Xg=-2
V1=6

v2'x-v1'y=v2'x0-

4x - By = -26

...............

56. abra

Adott az egyenes P pontja és
V iranyvektora. A pontis és a
vektor is szabadon mozgat-
haté a munkalapon, és ezek
fuggvényében kapjuk az

egyenes egyenletét. Nem
csak a végeredmeényt lathat-
juk, hanem a képletbe valo
behelyettesitendé értékeket

Xo, Yo, V1, V2 iS.

A feladat megvaldsitasa soran el6szor felvettem a rajzlapon a pontot és a vektort.

Ezutan a vektorral parhuzamos egyenest illesztettem a pontra az egyenes[P,v] pa-

ranccsal, de hasznalhattam volna az eszkdzsor mar ismert parhuzamos ikonjat is.

Végul megformaztam az abrat és kiirattam az adatokat a rajzlapra. A pont koordina-

tainak kiiratasanal a figgvényeknél megismert parancsokat: x(P), y(P) hasznaltam.

8.2.3. Egyenes normalvektoros egyenlete

Ezeknél a feladatoknal az egyenes P pontja mellett az n normalvektora adott,

és ebbdl kell felirni az egyenes egyenletét. A megoldast a Munkalap48: egyenes

normalvektoros egyenlete alatt talaljuk meg a mellékletben. A munkalaprél készult

képet az alabbi 57. abran lathatjuk.

Az egyenes P pontja és n
normalvektora a rajzlapon
mozgathaté. Az egyenes
egyenletét ezek flggveényé-
ben kapjuk.

A munkalapon és itt az abran
is latjuk a képletbe behelyet-

tesitend6 értékeket.

P=(3,1) xg=3
n=(6.3) A=6

A x+B y=A’

Bx + 3y = 21

V0=1
B=3

X+ By

rrrrrrrrrrrrrrrrr
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A munkalap létrehozasa hasonl6 az el6z6hoz. Felvettem a pontot és a vektort, és az
egyenes megrajzolasahoz a meréleges[P,n] parancsot hasznaltam. Természetesen
az n az egyenes normalvektora. De itt is alkalmazhattam volna az eszkézsor eddig is

hasznalt meréleges ikonjat.

8.2.4. Egyenes iranytangenses egyenlete

Az ilyen példaknal adott az egyenes P pontja valamint az egyenes m mere-
deksége. E két adat fuggvényében kell megadnunk az egyenes egyenletét. A meg-
valositast a melléklet Munkalap49: egyenes iranytangenses egyenlete oldalon tekint-

hetjik meg. Nézzik meg az oldal képét, amit az 58. abran lathatunk.

P=(1.3)  x~1 Y3 12] A P pont a munkalapon sza-
m=2 10} badon mozgathatd, mig az m

Y-¥g=m (X-%) 8 meredekség a cslszkan allit-
y=-3=2"(x=1) . i i i

6] haté be. A meredekseég valtoz-
atrendezve : -2x +y =1 .

4] 2 tatasaval valtozik a meredek-

21/ 1 ségi haromszdg is.

A pont és a meredekség beal-

litasanak fuggvényében kapjuk

az egyenes atrendezett, expli-

58. abra

cit egyenletét.

A feladat megoldasanak elsé lépése a P pont és az m szam felvétele. Majd az egye-
nes iranytangenses egyenletébe nem konkrét szamokat, hanem a fenti valtozékat
helyettesitettem, vagyis a kovetkez6 utasitast irtam a parancssorba: e: y-y(P)=m(x-
X(P)). Ahol x(P) parancs a pont x, y(P) pedig az y koordinatajat adja vissza.

Osszegezve az el6z8 egyméashoz hasonld harom munkalapot, elmondhatd,
hogy mindegyik oldal alkalmas az Uj anyag bemutatasara, szemléltetésére. Mind-
egyik munkalapon le tudjuk jatszani a szerkesztés menetét is, megkdnnyitve az
anyag megértését. A munkalapok segitségével sok, igen gyakori példat tudunk meg-
oldani. Hasznalhatjuk ezeket az oldalakat uj feladatok megoldasara, de mar elkészuilt
peldak ellendrzésére is. Ezért nagyon ajanlom tanaroknak és diakoknak is.
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8.2.5. Haromszog sulyvonalainak meghatarozasa

A kovetkezdé munkalap az eddigiekre épul, Uj ismeretet nem tartalmaz. Viszont
jol mutatja a program nagyszeriséget, mellyel a bonyolult, hosszu szamitasokat ele-
gansan, néhany paranccsal, vagy egérkattintassal oldhatjuk meg. Valamint lathatjuk
a feladatok megoldasahoz tartozé szép abrakat. Tekintsuk is meg a melléklet Munka-
lap50: haromszog sulyvonalainak meghatarozasa oldalt. Valamint nézzik meg az
oldalrél készilt 59. abrat.

Adott az ABC haromszog csu-

3 Szabad alakzatok ) 5 S 5?’/

E(io 8 TN csainak koordinatai, melyek a
»C=(81) ] i /

= Flgad alakzatok H A
e rajzlapon mozgathatok. Ezek
» F, = (45,2) - . . .
JF =(5,6) fuggvényében hatarozzuk meg a

3 81 -2x+By=22
58,1 7Tx-55y=205
5 s Bx-25y= 425

5 Segéd alakzatok —
> T=30 _
> a=825 1/ .

S b=728 N4 ablakban leolvashatjuk.

3 c=1082

sulyvonalak egyenletét!

A feladat megoldasat az algebra

A munkalapon latottak szerint nincs mas dolgunk, mint felvenni a haromszdget, majd
meghatarozni az oldalfelezési pontokat és utana pedig egyenest kell illesztenunk az
oldalfelezési pontok és a vellk szemben |év6 csucsokra. Az dsszes szerkesztési lé-
pés elemi geometriai mddszerekkel elvégezhetd, igy nem is részletezem.

A feladatot azért tartottam fontosnak kiemelni, mert lathatd, hogy egy dsszetett
koordinata-geometriai példa megoldasa is milyen egyszerti a GeOGebra-pan. A
szerkesztési |épéseket elvégezve, automatikusan kapjuk a felezési pontok koordina-
tait és a sulyvonalak egyenleteit. Eppen ezért ezt a munkalapot csak is a példak el-
lenbrzésére javaslom, ugyanis ez a megoldas nem helyettesiti a matematika 6ran

tanult hagyomanyos szamitasi médszereket.

8.2.6. Haromszog oldal egyeneseinek és oldalfelez6 merdlegeseinek
meghatarozasa

Az el6z6 példahoz hasonldéan egy igen sok szamitast igényl6 feladatot latha-
tunk a kdvetkez6 munkalapon. A feladat megoldasat a melléklet Munkalap51: ha-
romszdg oldal egyeneseinek és oldalfelez6 mer6legeseinek meghatarozasa oldala

tartalmazza. A munkalaprol készilt képet pedig az alabbi 60. abran nézhetjuk meg.
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Adott egy haromszog P, Q, R

O Szahad alakzatok
A [P . 2 P=(2,3)
oldalfelezési pontjainak koordi- )
Atai 5 p 5 Fuggd alakeatok
natai. Hatarozzuk meg a ha- [ -ascey--z
2 b:Tx-2y=-20
I c:dx+4y=40

romszog oldal egyeneseinek €s | ¢ 5 3y-9

2 2x+Ty=17

oldalfelez6 merdlegeseinek | ot:4x+ay-8
) Seged alakzatok
egyenletét! A0
3 C=(4,4)

A munkalapon és az abran is | ¢k=&7t

>k, =7.28
- k =566

6

lathatd a szerkesztés és leol T

» | ejatszas 135

vashat6 a megoldas. 60. dbra
A viszonylag bonyolult, sok szamitast igényl6 feladat megoldasa itt is kdnnyen Kivite-
lezhetd. A PQR haromszdg oldalai az eredeti haromszog kbzépvonalai, ezért a meg-
felelé oldal egyeneseivel parhuzamosak. igy nincs mas teendénk, mint a kézépvona-
lakkal parhuzamos egyeneseket illeszteni a megadott P, Q és R pontokra. Az igy
megszerkesztett oldal egyenesek egyenlete az algebra ablakban leolvashaté. Az ol-
dalfelez6 merdlegeseket, pedig a mar megismert meréleges egyenes szerkesztése
modszerrel adtam meg, illesztve az egyeneseket az eredeti oldalfelezési pontokra.

A merdleges egyenesek egyenletét is az algebra ablakban lathatjuk.

Erdemes megemliteni, hogy a haromszég A, B, C csucsait is kdnnyen meg tudjuk
hatarozni, kijelolve két-két egyenes metszéspontjat. Ezutan pedig az oldalfelezd me-

rélegeseket meghatarozhatjuk, ha a szakaszfelez6[A,B] parancsot irjuk a parancssor-

ba, vagy az eszkdzsor szakasz felez6 ikonjat is hasznalhatjuk.

Ezt a munkalapot is javaslom a feladatok ellen6rzésére. Ugyanis ez a példa,
akarcsak az el6zd elég gyakori a koordinata-geometria témakorben. Tovabba hasz-
nalhatjuk ezt a munkalapot szemléltetésre a tandran, ugyanis a szerkesztés és igy a
szamitas menetét megnézhetjik a Navigacidés eszkoztaron lépegetve, vagy a Le-

jatszas gombot valasztva.

8.2.7. Kor egyenlete

Eldljaroban megallapithatjuk, hogy a korrel kapcsolatos feladatoknal is segit-
ségunkre lehet a program. Mind az Uj tananyag bemutatasaban, szemléltetésében,
mind az alapfeladatok és 6sszetettebb feladatok megoldasaban is.

Valamint j6 segédeszkoz akkor is, ha csak ellenérizni szeretnénk a megoldasainkat.
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Kllondsen célszerl ez, a két kor kdzos pontjainak meghatarozasanal, ahol mint tud-
juk, masodfoku egyenletrendszert kell megoldanunk.
Elsé |épésként dsszefoglalom, hogyan tudunk kéroket megjeleniteni a GeoGebra-
ban. Legegyszeribben kort az eszkdzsor mar megismert ikonjaival tudunk rajzolni,
de Iétrehozhatjuk a kort az ikonoknak megfelelé parancsok segitségével is.
Pl.: kor[O pont, r sugar] vagy kor[O pont, A pont].
Természetesen kor estében is eljarhatunk ugy, hogy parancssorba irjuk a kor egyen-
letét, a kovetkez6 formakban:

> ki (x-2)*2+(y+1)*2=25 vagy

> ki xA2+yA2-4x+2y=20.
Barmelyik modszert is valasztjuk, miutan meghataroztuk a kort, lathatjuk a geometria
ablakban a grafikonjat, az algebra ablakban pedig az egyenletét. A kdr kdrnyezeti
menuljében meg tudjuk valtoztatni a kor egyenlet alakjat (altalanos, vagy kanonikus
kor egyenlet) és természetesen a kor grafikonjanak tulajdonsagait is.
A korrel kapcsolatos feladatok kozul az elsé, magaval a kér egyenletével foglalkozik.
A feladathoz készllt munkalap a kér egyenletének megértésében nyujt segitséget.
Nézzik meg a melléklet Munkalap52: kor egyenlete oldalat, valamit a hozza kapcso-
l6d6 61. abrat.

duk 2] (x-3P+(y-27=36

Adott a kor K kbzéppontja és r sugara. (3. 2) 10

A K pont a rajzlapon szabadon moz-
gathatd, mig a kor sugara a csuszkan
valtoztathato.

E két valtozo fliggvényében kapjuk az

aktualis kor grafikonjat és altalanos

egyenletét.

61. abra

A munkalapon kisérletezve, konnyen megfigyelheté a kézéppont, a sugar és a kor

egyenlet kdzott. Ajanlom ezt a munkalapot az Uj anyag szemléltetésére a tandérakon.
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8.2.8. Haromszog koré irt és beirt kore

A leggyakoribb koérrel kapcsolatos feladatok kézé tartoznak, a haromszdg koré
irt és beirt korének a meghatarozasara vonatkozo példak. Tekintsuk a melléklet
Munkalap53: haromszog koré irt és beirt kore cimi oldalat, mely két kulonalld6 mun-
kalapbdl all.

Az elsé munkalap a haromszog korulirt korével kapcsolatos és a rola készult képet
az alabbi 62. abra mutatja.

A=(1.3) 7 (x - 4.85)¢ + (y - 3.16F = 32 Adott egy ABC haromszog a csucsok

B=(10, 5) 10

a7 2) koordinataival. Hatarozzuk meg a

kore irt kor egyenletét!

A haromszog csucspontjai a munka-
lapon mozgathatok és ezek fuggve-
nyében kapjuk a koré irt kor egyenle-
tét.

---------

62. abra

A koré irt kor meghatarozasahoz nem szikséges a haromszog oldalfelezd meréle-
geseit meghataroznunk, majd megkeresni ezek metszéspontjat, és a kor sugarat
sem kell kiszamitanunk. A GeOGebra-pan ez a matematikailag dsszetett feladat
egyetlen ikonnal, vagy paranccsal megoldhaté, melyeket a sikgeometria témakorben
mar ismertettem. Mindegyik médszer esetén megkapjuk a kor grafikonjat a rajzlapon,

€s az egyenletét az algebra ablakban, amit én itt kiirattam a rajzlapra is.

A széban forgd oldalon talalhatdé masik munkalap a haromszdg beirt kérével foglal-
kozik. Adott egy ABC haromszdg a csucsok koordinataival. Hatarozzuk meg a beirt
kor egyenletét.

Ez a feladat kissé bonyolultabb mint az el6z6 koré irt korrel kapcsolatos feladat,
ugyanis a beirt kérre nincsen megfeleld parancs.

A feladat megoldasat mutatd munkalap képét az alabbi 63. abra mutatja.

A munkalapon mozgathatok a haromszdg csucsai.

63. abra
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(x-5.84)+ (y - 1.69)*=6.33

Ezek flggvenyében kapjuk |73z

@ B=(10,5)

Om =
n 92

=1
D ex

a haromszog beirt korének |/ °-02 ‘ o)
2 0=(5.84,1.69)
az egyenletét az algebra | 57 5 tereeml
. 5 1,:0.19x+0.98y =276 a
ablakban és a beirt kor gra- | - tosx-omy=2z
. ., . 2 Segéd alakzatok e tal - L L 5
fikonjat a rajzlapon. opess , Z
J:=9..43
@ e=11.18 T
2 m: 8.35x -1.562y = 51.38 n

(W (=« 55w J[(m ] [ » Lejatsmas |
A beirt kor k6zéppontjat a haromszog szogfelezéinek metszéspontja adja. A szogfe-

lez6ket a mar ismert mdédon hataroztam meg. Majd a metszéspontot jeldltem ki, és
utana a kor sugarat hataroztam meg a tavolsag[O,a] paranccsal, ahol O a kor kdzép-

pontja és a pedig a haromszog oldala. Természetesen ezt a tavolsagot az eszkdzsor

tavolsag ikonjaval is megadhattam volna.
A szerkesztéshez tartozd6 minden Iépés lathaté a rajzlapon és a szerkesztési 1épé-
sekhez tartozé szamitasok leolvashatdék az algebra ablakban. A szerkesztés és a
szamitas menetét megtekinthetjik, ha a Lejatszas gombot valasztjuk, vagy a Navi-
gacios eszkoztar lépésein végighaladunk.

Ez a két korrel kapcsolatos munkalap, mint emlitettem jérészt a koordinata-
geometriai szamitasok ellen6rzésére alkalmas. De mint szép szerkesztéseket is be-

mutathatjuk a diakoknak a matematika orakon.

8.2.9. Két kor metszéspontjainak meghatarozasa, a két kor k6zos szeldje
A feladat szintén tipikusnak mondhaté a koordinata-geometria témakoérben. S
mint tudjuk, a két kor metszéspontjait meghatarozé szamitas a legbonyolultabbak
egyike. Mivel itt masodfoku egyenletrendszert kell megoldani, igy kdnnyen elszamol-
hatjuk. Az ilyen példak ellenérzésére nagyon ajanlott a GeoGebra programmal
torténd ellenérzés.
A feladatot megoldé munkalapot a szoban forgd melléklet Munkalap54: két kér met-
széspontjai és kdzds szelbje oldala tartalmazza. Az oldal abrajat az alabbi 64. abran
lathatjuk.
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A munkalapon mozgathatok a 2] ¢
ki és ky korok. Mindkét kor ko-
zéppontja és egy-egy Kkeruleti
pontjaval mozgathatd.

Ezen valtozasok fuggvényében

kapjuk a két kor metszéspontja-

it, valamint k6z0s szel6juket. Itt
az abran csak a geometria ablak

lathatd, de a munkalap algebra

ablakaban leolvashatok az

eredmények. 64. abra

A feladat megoldasa nagyon egyszer(, miutan felvettem a két kort, kijeldltem a kérok
metszéspontjait, €s az algebra ablakban leolvashatjuk az E és F pontok koordinatait.
A szel6 meghatarozasa csak annyibdl all, hogy egyenest illesztettem a két metszés-
pontra €s az egyenes egyenlete szintén az algebra ablakban lathato.

Amennyiben mozgatjuk a rajzlapon a ki és k, koroket, valtoznak a metszéspontok és
a szel6 egyenlete. Amennyiben nincsen kdz6s pont, akkor az algebra ablakban az E
és F pontok, valamint a szel6 e egyenlete mellett a nem definialt kifejezés jelenik

meg.

8.2.10. Korhoz kiils6 pontbdl érinté szerkesztése

Az érintd szerkesztés menetét a melléklet azonos cimid oldalan mutatom be
két kilonb6z6 munkalapon. Az els6 munkalap a sikgeometriaban megszokott ha-
gyomanyos szerkesztési lépéseket mutatja be, ami elég sok lépésbél all. Az alatta
lévé munkalapon pedig az érint6 szerkesztést egyetlen ikonnal vagy paranccsal hoz-
tam létre.
Mindkét munkalapon latszik a Szerkesztd Protokoll, igy 6ssze is tudjuk hasonlitani
a szerkesztés lépéseit, és mindegyik feladat megoldasnal le tudjuk jatszani a szer-
kesztést, amennyiben a Lejatszas gombot valasztjuk.
Tekintsuk meg a melléklet Munkalap55: korh6z kilsdé pontbdl érinté szerkesztése

oldalt, valamit az oldalrol készllt 65. és 66.abrat.
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A munkalapon moz-
gathaté maga a kor

Szerkeszid Protokol

és a kuls6é pont is.

Fajl lE=EE Sogd

Ezek fiiggvényében 3 o e [petnn |
0 2 FontP
i Arintd L 3 Kork Kor kozep K atmenc P |36 38
kapjuk az érinték ~ 3 Kork P &l S8
, . N 5 Szakasza Szakasz(E, K]
egyeneset a raJZIa' 1 6 PontF kozépponta E, K
-6 7 Korc Kor kozép F atmend E
7 , § PontE, metszésponta k, ¢
pon eS aZ egyenesek _SV 9 PantE, metszéspontja k, ¢
7 =10 10 Eagyenss e Egyenes keresziil E, E,
egyenletet aZ algebra Z19] 11 Egyenesf Egyenes kereszlil E, E,
ablakban. O v (e JH ]

GO nm e n]

A szerkesztés lépe- 65. abra

seit a Szerkeszté Protokoll mutatja. Ez alapjan lathatd, hogy a feladat megoldasa
sok szerkesztést és szamitast igényel. Meg kellett hataroznom az EK szakasz F fe-
lezési pontjat, majd felirtam az EK szakasz Thalész-korének egyenletét. Utana kije-
I6ltem a két kér metszéspontjait és végul pedig felirtam az érintési pontbdl a két koér

metszéspontjaihoz huzott érinték egyenletét.

12 Szabad alakzatok ®
9 E=(8,10)

L0 K=(1,3)

LOP=@,A)

/= Fugad alakzatok

i@ e:268x +10.14y = 80

@ f:9.17Tx +5.09y = -22.46
SOk (x-1)+(y-37=20

|2 Segéd alakzatok

Ezen a munkalapon
is mozgathatdé a kor

és a kulsé pont. Itt is

ezek flggvényében

[®] szerkesz15 Protokol " . . . -

Fal Nezol Sigo ka pJUk az érintdket

No. [N Defiicia [Al

1 |PontK K . 4 4

ot p=.1] és ezek egyenletét.

Kérk Kor kozép K atmend P Kk (- 1) +iy- 3 =20

Pont E E=1(5,10)

Ecyenes e [Tangens atmend E k& 2.68x + 1014y = 80

Eayenesf |Tangens atmend E ke 917+ 509y =-22

Sl [eJLe]sis(» ][H]

-EE5%E]E » Lejatszas |[ 2305
66. abra

(AR RF NIFARINY

A szerkesztés Iépéseit itt is lathatjuk a Szerkeszté Protokoll segitségével. Ebben a
megoldasban ezt a tobb [épésbdl allé szerkesztést és rengeteg szamitast egyetlen
paranccsal oldottam meg. Miutan megrajzoltam a k kort és a kulsé E pontot, a pa-
rancssorba az érint6[E k] parancsot irtam és ezzel megkaptam mindkét érinté egye-
nesét és ezek egyenletét is. Ezzel az utasitassal nemcsak korhoz tudunk érintét

szerkeszteni, hanem barmelyik kupszelethez is.
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Az érintd szerkesztést is meg lehet oldani ikon segitségével. Miutan az eszkodzsor

O
) érintsk ikonjat valasztjuk utana kijeldljuk a rajzlapon az érintési pontot és a kup-

szeletet. Vagyis ebben a megoldasban még csak a hagyomanyos szerkesztési lépé-
seket sem kell végrehajtani az érinték egyenletének meghatarozasahoz.

Osszegezve az eddigi korrel kapcsolatos példak tapasztalatait azt latjuk, hogy
a koordinata-geometriaban a bonyolult szamitasok helyett egyszerli geometriai szer-
kesztéseket kell végeznunk. S a szerkesztések eredményeként megkapjuk a rajzla-
pon az abrat és mellette az algebra ablakban az alakzatok egyenletét.
Ajanlom ezeket a példakat a kivetitve szemléltetésre a matematika érakon. Valamint
mivel mindegyik munkalap dinamikus, vagyis az alakzatok mozgathatoak, ezért

hasznalhatjuk a korrel kapcsolatos példak ellenérzésére is.

8.2.11. Parabola

A kupszeletekkel kapcsolatos feladatok megoldasaban is sok segitséget kap-
hatunk, ha hasznaljuk a programot. Ugyanis a kupszeletek jellemzdinek meghataro-
zasara is sok beépitett parancs és ikon kozul valaszthatunk.

Ha tetsz6leges kupszeletet szeretnénk rajzolni és ismerkedni a kupszeletekkel, akkor

ajanlom, hogy hasznaljuk az eszkdzsor kupszelet 6t ponton keresztul ikonjat. Ha
megrajzolunk egy kupszeletet ily moédon, akkor a pontok mozgatasaval megfigyelhe-
t6, hogy a kupszelet mikor lesz kor, parabola, ellipszis vagy éppen hiperbola. Termé-
szetesen ezt az ikont is helyettesithetjiik paranccsal, ekkor a kupszelet[A,B,C,D,E]
parancsot kell a parancssorba irni, majd kijelolni az 5 pontot.

Tovabba kupszeletek megrajzolasanal is megtehetjuk azt, hogy a kupszelet egyenle-
tét beirjuk a parancssorba és igy megkapjuk az adott kupszelet rajzat.

Azonban ha ennél komolyabb feladatokat szeretnénk végezni a programmal, akkor
erdemes atnézni, hogy milyen parancsok és ikonok allnak a rendelkezéslnkre. Eze-

ket a konkrét feladatok kapcsan mutatom be a kévetkez6 munkalapokon.
El6szor a parabolaval kapcsolatos alapfeladatokat vettem sorba. Mivel a pa-

rabola egyenlete hozzatartozik a torzsanyaghoz és elég nehéz a didakok szamara,
ezért tobb feladatot is készitettem vele kapcsolatban.
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A kovetkez6 munkalapon, melyet a melléklet Munkalap56: parabola oldala alatt tala-

lunk, harom kulonboz6 feladatot oldottam meg.

Feladatl: Adott a parabola F fékuszpontja és v vezéregyenese. Szerkesszik meg a

parabola pontjait.

|

|

|

-6 |
] |

I

I

67. abra

Az els6 feladatrol készult abrat a
67.abran lathatjuk.

A munkalapon a parabola F fokusz-
pontja és v vezéregyenese mozgatha-

t6. Ezek flggvényében kapjuk a para-

- bola grafikonjat, T tengelypontjat és p

parameéterét. A P pont szintén mozgat-
hato, befutja a parabolat, segitségével
leolvashatok a parabola pontjainak ko-

ordinatai.

A feladat megoldasanak elsé Iépése a fokuszpont és a vezéregyenes felvétele. Majd

a parabola pontjait a legegyszeriibb médon, a parabola[F,v] utasitassal szerkesztet-

tem meg. A parabola tengelypontjat és paraméterét elemi geometriai moédszerekkel

szerkesztettem meg.

Feladat2: irjuk fel annak az origé ten-
gelypontu parabolanak az egyenletét,
amelynek adott a p paramétere és
tengelye parhuzamos az x tengellyel.
Adjuk meg a parabola F fokuszpontjat

€s v vezéregyenesét is.

A megoldast a 68. abran lathatjuk.

12

68. abra

A munkalapon a parabola p paraméterét a csuszkan tudjuk beallitani és ennek fligg-

vényében kapjuk a parabola egyenletét, és a parabola jellemzait.

P mozgathatdé a munkalapon, befutja a parabolat.
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A feladat megoldasa a kovetkezé lepésekbdl allt. El6észor felvettem a csuszkat a p
paraméternek, majd a parabola megadasakor a: x=1/(2p)y*2 képletet irtam a pa-
rancssorba, ezzel megkaptam a parabola grafikonjat. A fékuszpontot a fokuszpont[a]

és a vezéregyenest a vezéregyenes[a] paranccsal hataroztam meg.

Feladat3: Adott a parabola T tengelypontja és p paramétere és tengelye parhuzamos
az y tengellyel. irjuk fel a parabola egyenletét és adjuk meg a parabola F fokuszpont-

jat és v vezéregyenesét is.

A példa megoldasat mutaté munkalap

képét a 69. abran latjuk.

A munkalapon a csuszkan valtoztat-
| \P haté a p paraméter és a tengelypont

b koordinatai(u,v). Ezek fuggvényében

o N\e w4 0 2 e s kapjuk a parabola grafikonjat és ten-

T gelyponti egyenletét.

o] P pont itt is mozgathat6 a gorbén, igy

Tengelyponti egyenlet: ] . ..
y-(2)=0.25"(x - (6) )2 -E leolvashatjuk a parabola pontjainak

69. abra koordinatait.

A feladat az el6bbi példa altalanositasa, ahol a parabola paramétere mellett a ten-
gelypontjanak u, v koordinataja is valtoztathato.

A megoldas is hasonlit az el6bbi példahoz de itt a parabola egyenletét a kovetkezé
formulaval adtam meg, a: y-v=1/(2p)(x-u).

Mindharom parabolaval kapcsolatos feladat alkalmas az uj anyag bemutatasa-
ra. Segitségukkel gyorsan meg tudunk parabolat rajzolni és szemléltetni tudjuk a pa-
rabola jellemzéit. De hasznalhatjuk a munkalapokat konkrét feladatok ellenérzésére
is, ugyanis ez a harom feladat a parabolakkal kapcsolatos tipusfeladatokat magaban
foglalja. Ajanlom a munkalapok hasznalatat a tandérakon is, de az otthoni tanulasban
is segithet a didakoknak a feladatok megoldasaban.

8.2.12. Ellipszis, hiperbola
Ebben a fejezetben kdvetkezé feladatok nem képezik a koordinata-geometria

témakor térzsanyagat. Kiegészité anyagként szerepelnek a tankdnyvben, de én fon-
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tosnak tartottam kiemelni. Egyrészt, mert segitségukkel szép és szemléletes munka-
lapokat lehet késziteni, melyeket be tudunk mutatni az érdekl6d6 diakoknak, mas-
részt mert a GeOGebra néhany Gjabb lehetéségét tudom bemutatni.

Ehhez a fejezethez tartoz6 munkalapokat a melléklet Munkalap57: ellipszis, hiperbo-
la oldala tartalmazza, mely a két feladatnak megfelel6en két 6nallé dinamikus oldalt

tartalmaz.

Feladatl: Adott az ellipszis nagytengelyének hossza: a, valamint F,(-c,0) és F,(c,0)

az ellipszis fokuszpontjai. Adjuk meg az ellipszis pontjait €s egyenletét!

a=8 2] WYY Az ellipszissel kapcsolatos mun-
b 10] kalap képét lathatjuk az alabbi
SELBRALE . 70.4bran

b*=a?-c? b=5.29
A munkalapon a nagytengely

hosszat és a fokuszpontok ta-
volsagat is a csuszkan tudjuk

szabalyozni. (Az ellipszis szer-

kesztés feltétele a>c legyen.)

70. abra

A feladat kivitelezésénél el6szor felvettem a csuszkakat. Majd az ellipszis pontjainak
megrajzolasahoz az ellipszis[F_1,F_2,a] parancsot hasznaltam, ahol F; és F; az ellip-
szis fékuszpontjai és a szam pedig a nagytengely hossza.

Ezutan természetesen megformaztam a munkalapot, és a szlikséges mennyiségeket
kiirattam a rajzlapra. igy a rajzlapon is lathaté a kistengely b hossza, melyet egysze-
ri szamitassal hataroztam meg.

A munkalap alkalmas arra, hogy meghatarozzuk az ellipszis egyenletét, a fel-
adat szerint Tovabba az a és ¢ paraméterek valtoztatasaval megfigyelheték az ellip-
szis legfontosabb tulajdonsagai.

» ¢=0 esetén az ellipszis kor lesz egy fokuszponttal F(0,0),
» a=c, akkor egyenest kapunk,

» a<c esetén pedig hiperbola lesz az ellipszisbél, b értéke ilyenkor nem definialt.
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Feladat2: Adott a hiperbola valos tengelyének hossza: a, valamint F1(-c,0) és F5(c,0)
fokuszpontjai. Szerkesszuk meg a hiperbola néhany pontjat, és adjuk is meg az

egyenletét.

A feladat megoldasat mutatéd c=10 | X128 -y {1821
munkalap képét az alabbi 71. Fi=(10.00 F=10.0) o
Y . b*=ca®> = b=8.66 Se N
abran lathatjuk. in N

A dinamikus oldalon a valés ten-

gely hosszat és a fokuszpontok e o
tavolsagat is a csuszkan szaba-
lyozhatjuk.

(A hiperbola szerkesztés feltétele

a<c legyen.) 71 4bra
A feladat kivitelezése nagyon hasonlit az el6z6h6z, de itt a hiperbola pontjainak meg-
rajzolasahoz a hiperbola[F_1,F_2,a] parancsot hasznaltam, ahol F; és F, a hiperbola
fékuszpontjai és a szam pedig a valds tengely hossza. A b képzetes tengely hosszat
pedig kiszamitottam és a tobbi adattal egyutt kiirattam a rajzlapra.

A hiperbola esetén is az ellipszishez hasonlé 6sszefliggéseket megfigyelhet-
jik, ha valtoztatjuk az a és c értékét. Erdemes ezekkel kisérletezni az 6ran is, de

hasznalhatjak az érdekl6d6 tanuldk az otthoni tanulasban is.

Osszefoglalva, a koordinata-geometria témakdrben szinte minden feladatnal
tudjuk alkalmazni a Ge@Gebra programot. Ez az a témakér, amikor a szerkeszté-
sek mellett a szamitasok is fontos szerepet jatszanak, tehat a geometria ablak szer-
kesztése mellett az algebra ablakban leolvashatjuk az eredményeket.

Nagy segitség a program az Uj anyag tanitasaban, megértésében, szemléltetésében.
Megkonnyiti a szamitasokat, segit a konkrét feladatok megoldasaban, ellenérzésé-

ben is.
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Befejezés

Polya Gyorgy egyik irasaban a matematikatanart egy ,jo arus”-hoz hasonlitot-
ta, azaz olyannak kell lennie, aki a portékajat el tudja adni a vevének, azaz a diak-
nak. Vagyis fontos feladatunk, nekiink matematikat oktatd tanaroknak is a motivacio
felkeltése, kialakitas és fenntartasa. A motivacié a didaktikaban alapelv, s rengeteg
formaja létezik. A szamitogéppel segitett oktatas mindenféleképpen rendelkezik ilyen
motivalé hatassal.

Korunkban mar minden tantargyhoz létezik olyan program, amivel az adott
tantargy tanitasat tehetjiik szemléletesebbé és szinesebbé. igy a matematika oktata-
saban is tobb segédprogram kozul valaszthatunk. Rendkivil fontosnak tartom, hogy
minden matematikat oktato tanar rendelkezzen bizonyos informatikai ismeretekkel és
tudjon hasznalni legalabb egy matematikai szoftvert.

Kifejezetten ajanlom a dolgozatban bemutatott Ge©Gebra programot, melynek
megismerése és alapszintl hasznalata nem jelenthet gondot sem a tanaroknak sem
a matematikat tanul6 diakoknak sem.

El6bbi allitasomat, a gyakorlatban kiprobaltakra épitem. Ugyanis az iskolaban, ahol
tanitok kaptam egy laptopot és egy projektort, amit csak én hasznalok. igy barmelyik
oran hasznalhatom. Informatika 6rakon rendszeresen vetitek és igy magyarazok, de
matematika oran is egyre gyakrabban hasznalom.

Példaul a koordinata-geometria témakdrben tobbszor is szemléltettem vele a felada-
tok megoldasat, nagy sikerrel. Kifejezetten tetszett a diakoknak és érdekl6dbek vol-
tak a témaban. Volt olyan osztaly, ahol néhany informatika 6rat szantam a program
megismeréseére. Ebbe az osztalyba jaré diakok otthon is letdltotték a programot és
hasznaltak az otthoni tanulasban.

Tovabba a matematika szakos kollégaim is lattak mar, hogy hasznalom a mindenna-
pi munkaban a GeoGebra.-t és kérték, hogy mutassam be nekik a programot és
tartsak nekik bemutatéorat.

Tapasztalatom az, hogy a GeoGebrd program az emberek tdbbségének nagyon
motivald, attol fliggetlenll, hogy hasznalt-e mar masik hasonldé matematikai szoftvert,
vagy sem. A diakokra hat az ujdonsag erejével, a tapasztaltabb kollégakra pedig a
sokoldalusagaval és kdonnyl kezelhetéségével is.

igy voltam vele én is. Korabban a Maple-t és ritkan a Cabri-t hasznaltam, midta meg-

ismertem, mar csak a Ge0Gebra.t alkalmazom. Teszem ezt a mindennapi munka-
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ban, példak megoldasakor, feladatok ellen6rzésekor. De a dolgozat feladatok ossze-
allitasanal is. El6re kiprébalom a program segitségével a feladatokat. Ha nem megfe-
lel az eredmény, akkor kdnnyen tudok valtoztatni a bemend értékeken.
Természetesen a dolgozat feladatai soran, ha kell akkor az &brakat is a
GeoGebra-val készitem és ezt masolom le a didkoknak. A pétvizsga feladatsoro-
kat is igy allitottam 6ssze, parhuzamosan a megoldasokkal.

Osszegezve, midta megismertem a programot, egyre tobbet hasznalom a sa-
jat munkamban és gyakrabban szemléltetek a matematika 6ran a diakoknak is. Ha
egy kissé megismernék a kollégaim ezt a remek programot, akkor biztosan tudom

szivesen hasznalnak 6k is, és ez nagyban megkonnyitené az 6 munkajukat is.

Végul, de nem utolsdsorban, szeretnék kdszonetet mondani konzulensemnek
Papp-Varga Zsuzsanna tanarnének, aki megismertetett a Ge©Gebra programmal,
lelkesedésével motivalt, instrukciokkal latott el és végig figyelemmel kisérte és tamo-

gatta munkamat.
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