7-Egyensuly

.1) Légcsavaros szan vi = 6 m/s sebességgel halad kis hajlasszogii lejton felfelé. Ugyanezen a lejton lefelé vo = 8 m/s
a sebessége, valtozatlan teljesitmény mellett. A légellenallastdl eltekintlink.
.a) Mekkora lesz a sebessége az ugyanolyan surlddasi egyitthat6ja vizszintes uton, ha motorjanak teljesitménye
tovabbra is valtozatlan? (6,86 m/s)
.b) Es ha a lejté szoge 30°? (5,94 mi/s)
.C) Legfeljebb milyen magas lejtén mehet fel ekkora teljesitménnyel? (barmekkoréan, ha a légcsavar legaldbb mg
erot tud Kifejteni)

Az er6k egyenstlyt tartanak, a huzoerd kifejezhetd. Az allando teljesitmény a huzoerd és a sebesség szorzata.

A fel- és lefelé mend esetek egy egyenletrendszert adnak a P teljesitményre és a surlodasi egyiitthatora. P = mgsina -
2V V5 _ L i ;-

p— ésu =tga — adodik.

Ezutan a harmadik esetre hasonldan felirva a huzoerd teljesitményét, és az elobbi eredményt felhasznalva: v; =

2
2NV, osq.
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Az allando teljesitmény miatt elegendGen kicsi sebesség mellett a htizoeré akarmilyen nagy lehet elvileg. Kérdés,
hogy a szan légcsavarja tud-e mg nagysagl huzéeréit is kifejteni?

.2) Hajlékony, igen hosszi kétél minden métere 20 N stlyd. A kotél 10 m magasan levé allo csigan van atvetve és
szabad végén 15 kg tomegi test 10g. A kotél tobbi része a talajon fekszik. A surlédastol eltekintlnk.
Milyen egyensulyi helyzet hozhat6 létre? (A test 7,5 m magasan van egyensulyi helyzetben, amely labilis)

Az egyik oldalon 10 m kétél stlya 200 N. Ezzel tart egyenstlyt a jobb oldalon a 150 N sulyd test és a jobb oldali
koteldarab.

.3) 50 cm széles téglalap keresztmetszetii valyaban 10 cm sugard 200 N sdlyd
fémhengerek fekszenek. Ezeken 15 cm sugart, 600 N sulya harmadik henger van.

.a) Mekkora erdk hatnak a valyua falaira? (Az oldallapokra 225 N; az alaplapra

1000 N)

.b) Ugyanolyan anyagbol készitett 15 és 10 cm sugaru hengerek esetén mekkora legyen

a valyu szélessége, hogy a kicsi hengerek az alaplapot akkora erével nyomjak mint az
oldalfalakat? (64,2 cm)

.a) E16bb a geometriabdl a szoget kell meghatarozni, melyet a fiiggblegessel bezar (36,87°), majd a nagy henger
egyensulyabdl a hengerek egymasra kifejtett nyomaoerejét. Ezutan az als6 henger egyenstlya kovetkezik.

.b) A tdbmegek aranya a sugarak aranyanak négyzete.

A kicsi hengernél mindkét lapon hato F erére, az egymas kozotti N nyomoerdre és az o szogre egyenletrendszer
adodik, ha a két henger egyensulyat komponensenként felirjuk. A szogbdl szamithato a valya szélesssége.

.4) 3 m és 5 m hossz(i fonalon 300 N stly( test fiigg. A fonalak végpontjai 6 m tavolsagban,
azonos magassagban vannak régzitve. Mekkora er6k hatnak a fonalakban? (167,0 N;
260,6 N)

Az erdk komponensekre bontassal hatarozhatok meg azutan, miutan a kotelek fliggdlegessel
bezart szogét a geometriabol meghataroztuk. Ez utébbi a nehezebb feladat. Pl.: a 3,4,5 m
oldalt hdromszdg terlilete a Heron-képletb6l jon ki, amibdl aztan a 6 m oldalhoz tartozé
magassag adddik. Innen néhany szogfliggvény adja a keresett szogeket.




18 m

.5) Egymastdl 18 m tavolsagban levé kiilonbozé magassagi lampaoszlopok
kozott kifeszitett huzalon 150 N sulya lampa fligg, az oszlopoktdl egyenld
tavolsagra. Mekkora er6 fesziti a huzal két agat, ha a lampa a bal oldali horog
alatt 7 m-re van, és a jobb oldali horog 3 m-rel lejjebb van a bal oldalinal?
(155,5N; 134,3 N)

Az el6z06hoz hasonloan eldszor a kotélszogek kellenek a 16g6 testnél.
Ezutan komponensekre bontjuk az eréket a felfliggesztési pontnal.

.6) Az abra szerinti elrendezésben a rogzitett fliggdleges oszlopon az m témegi test 4 = 0,3
a mellett csiszhat a rddon. A testet tartva, vizszintes kotélhelyzetb6l indulva, nagyon lassan
egyre lejjebb eresztjiik, amig magara hagyva meg nem all.
:I .a) Milyen « szdgnél van ez az egyensulyi helyzet? Mekkora most a strlodasi eré?

m

(sina =22 o = 33,39°; 0,165*mg)

1+p?’
.b) Mi torténik a testtel, ha lefelé, o= 20°-0s szdgig hlzzuk le, majd magara hagyjuk?
Mekkora elengedéskor a strlodasi er6? (ott marad, ; 0,060*mg)
.c) Milyen ennek az egyensulyi helyzetnek a stabilitasa: Mi torténik, ha most a testet kicsit felfelé, avagy lefelé
kitéritve, magara hagyjuk? (felfelé: stabil; lefelé kozOmbdos)

A testre a kotél mindig mg er6t fejt ki, de ennek szoge valtozik. Ennek vizszintes komponensét a rud oldaliranyt
kényszer-nyomoereje kénytelen lerontani, ezzel egyben meghatarozotta valik az S™ maximalis surlodasi er6 is
fliggblegesen.

Az egyensuly fiiggdleges iranyban megkdveteli, hogy az S strlodési erd éppen az a mg és a kotélerd fliggdleges
komponensének kulonbsége legyen. Ha ez az S igény nem tobb az S™ felsé korlat, akkor a test egyensulya
megvalosul.

A szamolas matematikai nehézsége a u»sina+ cosa=1 trigonometrikus egyenlet megoldasa (33,4°).

A stabilitas attél fligg, hogy kis kitérités, majd magara hagyas utan merre indul.

Az egyforma fogak miatt a fogaskerekek keriileteinek, igy a sugarainak aranya 48/17.

Az els6 fogaskerék a pedalra hato és a lanc altal kifejtett er6k hatasara van egyensulyban, mig a hats6 kerék a lanc
altal kifejtett és a talaj altal kifejtett erok hatasara.

A l&nc az erét viszi at egyik fogaskerékrdl a masikra.

Munkat nem takarithatunk meg. A kerékpar egy bonyolult ,,egyszerti gép”.

.7) Kerékpar pedalkarjanak hossza 20 cm, a hats6 kerék sugara 35 cm. A
pedal altal hajtott fogaskerék és a hatsé kerék fogaskerekein az egyeforma
nagysagu fogak szdma 48 és 17.
Ha a pedalt F erével nyomjuk, mekkora er6 ,,viszi elére” a kerékpart,
illetve mekkora a kerék és a pedal fordulatszamanak aranya? (0,202F;
\\ 2,82)

b Takarithato-e meg munka ahhoz képest, mintha a kerékpart akkora erével

tolnank, mint az imént a kerék alatt ébred6 er6? (nem)

l
.8) Két teljesen azonos geometriai méretii, de kiilonb6z6 anyagbol késziilt homogén ,‘t',,,

|
gerenda kozll az egyiket, az abra szerint hosszusaganak egynegyed részénél, a | |2
l

masikat hosszanak egy6tdd részénél alatamasztjuk tigy, hogy az els6 gerenda
hosszabbik vége a mésodik gerenda rovidebbik végén fekszik fel. Ekkor
egyensulyban van.
a) Mekkora erdvel hat egymasra a két gerenda, ha az els¢ gerenda sulya 900 N?
(300 N) - i
b) Mekkora a két gerenda anyagstiriiségének aranya? (4,5)

7

|

Y




Az er6k berajzolasa utan hasznaljuk ki a forgatonyomatékok egyenlGségét (célszert a tengelyt az alatamasztasokhoz
tenni).

Bér a gerendak bels6 pontban vannak alatamasztva, a nehézségi erket ne vegyiik két részre, a tamadaspontot kozépre
rajzoljuk be. (Igy egyszeriibbek lesznek az egyenletek.)

.9) Két egyenl6 hosszasagu, egyenld sulyt homogén rudat d
sarlodasmentes csuklo kot dssze. A bal oldali rudat az abra szerint a -
negyedénél tdmasztjuk ala. Hol kell alatamasztani a masik rudat, hogy — * A E . !
egyenstlyban legyenek? (a bal oldali harmadolépontban) . -
Az el6z6h6z hasonldan.

=30 cm -
.10) Az abran lathat6 pici babu elindul az asztalra helyezett 55 g tomegii E\\
deszkan. Egy-egy lépése 0,5 cm és 0,75 s-ig tart. A babu tdmege 10 g, a ¢

nehezék témege 1 g, a fonal hossza 30 cm, tdmege elhanyagolhato.
Mennyi ideig haladhat a babu a deszkan? (30,15 s)

TITITTITITT I TITITITIITITY zl ¢

=14 cm
———

A gerendara hato erdket kell vizsgdlni. Abban a pillanatban, amikor a gerenda megbillen, az asztal az erdt az asztal
¢élénél fejti ki. Ekkor a gerendara 6 db eré hat, koziiliik 2 db vizszintes. A forgatonyomatékok egyensulyanal celszerd a

tengelyt az asztal éléhez tenni. (A fonaleré 10 mN)
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.11) Egyenlékart emel6 egyik végére elhanyagolhat6 tomegili korong \ \ ‘
van szerelve. A korongrol lel6gé fonal végeire mo és m tomegii testeket ‘
akasztottunk, az emel6 masik oldalan m, tomegii test fiigg. Mekkora '
legyen a fonal masik végén fiiggd test m tomege, hogy a rendszert
magara hagyva, az emel6 vizszintes helyzetben maradjon? (mo/3) m My

, , : , My
Nem forgo korong esetén a rendszer balra billenne le. Forgo korong

esetén lecsokken a korong tengelye altal a radra kifejtett nyomoers. Ha mégis egyensuly lesz, akkor ez az eré (ami a
két kotélerd dsszege) éppen mog.

.12) Homogén rid egyik végét csuklosan alatdmasztjuk, a masik végehez

erdsitett kotelet stirlodasmentes tengelyii csigan atvetjiik Gigy, hogy a kotél a
vizszintessel 60°-0s szget zar be. A rid hossza 2 m, tdmege 40 kg. A kotél [
masik végén m; tomegii test fiigg. . m
a) Mekkora az m; egyensuly esetén? (23,1 kg)

b) Mekkora az allocsiga felfiiggesztésére hatd er6? (277,6 N)

c) Mekkora az alatamasztasra hatd er6? (231 N)

d) Szerkesztéssel is hatarozzuk meg az alatamaszto erd iranyat.

A kotéleré mpg. Legyen a tengely a csukldnal, XM=0. Adddik az m, tdmeg. ‘rm
>F=0, adodik alatdmaszto erd. (Lehet komponensekre is bontani az erdket a fenti
egyensulyi feltételek alkalmazasakor.) W

A szerkesztésnél nagy segitséglinkre van az alabbi szabaly (XM=0-bdl adddik,
vajon hogyan?): Ha egy merev testre csak 3 erd hat, és azok koziil kettének a
hatasvonala metszi egymast, akkor e metszésponton a harmadik erd hatasvonala
is atmegy. Emiatt a kotélerd iranyanak és a riad kozepén atmend fliggélegesnek a
metszéspontjan atmegy az alatamaszto eré hatasvonala is. Igy az erdk abraja
szimmetrikus lesz. igy latkato, hogy az alatimaszto erd szoge is 60°, emiatt az
oldalso er6knek a rod kozéppontjara vonatkoztatott karjai is egyenldk, de emiatt a
nagysagaik is.

. | —
5 .13) Az abra szerinti elrendezéshen egy 6 m hossz( stlytalan rid egyik végét
csukloban rogzitjiuk. A rad masik végén 50 kg-os teher van. A rad kozepét fonal
> tartja 30°-o0s helyzetben.

50 kg



.a) Mekkora er6 fesziti a fonalat és nyomja a csuklét? (889 N; 640N)
.b) Szerkesztéssel is hatarozzuk meg a fonal és a csukloerd vektorainak nagysagat és iranyat!

Szémoléssal: Az abrén lathatd haromszdgben a kétélhosszat, majd a kotél és a
vizszintes szakasz sz0gét kell meghatérozni (szinusz- €s koszinusztételek, avagy
furfangosan ki kell hasznalni a 30°,60°,90%0s szogii haromszogeket). 2,053 m és
46,93° adodik.

Szamitsuk ki a kdtélerd karjat, ha a tengely a csuklonal van. Ezutan a
forgatonyomatékokbol adodik a kotélerd.

A csukloer6t ZF=0-bdl szamolhatjuk nagysag és irany szerint (cos-tétel, avagy
komponensekre bontas esetén csak sima szogfiiggvények kellenek).

Szerkesztéssel: A kotélerd egyenesével elmetsziik az 500 N-os erd hatasvonalat.
A metszésponton fog atmenni a csukloerd hatasvonala is.

Mivel a kotél- és csukloerd osszege éppen a 500 N-os erével tart egyensulyt, 50 kg
ezért a hatasvonalak metszéspontjaba toljuk a -500 N-os erét, és azt a kotél- s
csukléer6-irdnyd komponensekre bontjuk. E komponensek a kotél és csuklderék
lesznek. Vektoraik hosszat az az 500 N-os er6 hosszahoz mérve, egyenes aranyossaggal szamolhatjuk. (A szerkesztés
pontatlansaga miatt csak kozelitd jelleggel.)

l .14) Az 4bra elrendezése szerint egy sllytalan csuklés rad 20 kg terhet tart.
, Mekkora erd hat a fonalban és a csukléra? Szdmoljunk és szerkesszink!

I (471 N; 359 N)

3Im

| Szamoléssal: A 3x3m-es befogoju haromszog egyenldszart és derékszogt,
L Sy T '=.20 ke atfogojahoz tartozd magassaga éppen a K kotélerd karja, ha a tengelyt a
5m csuklohoz tessziik es EM=0-t
alkalmazunk.

A szogek ismeretében C csukloerd

0sszeadassal szamolhatd K és mg erévektorokbol ZF=0 miatt.

Szerkesztéssel: Vegyiik fel a nehézségi erévektort az abran. Ennek mm-ekben
mért hossza fog megfelelni a szerkesztés soran 200 N-nak. Hatasvonalanak és a

kotél egyenesének metszéspontjan atmegy a C er6 egyenese is. E pontban a - .
200N-os erét C és K iranyt komponensekre bontjuk, vektoraik mm-ben mért ) \
hosszat N-okra visszavaltjuk. 'OOT‘V
|
C

.15) Az abran lathat6 elrendezésben AB r(d témege 10 kg, és az als6 végéhez erdsitett
B vizszintes tengely koriil foroghat. A rud felsd végéhez erdsitett csigan atvetett fonalon m

tomegl test fiigg. A csiga tengelye ¢és a rud tengelye ugyanazon fiiggéleges egyenesre esik

ugy, hogy AC = AB. (Utmutatés: sin2a=2 sina*cosq)

.a) Mekkora a szog esetén van a rendszer egyensulyban m=5 kg, és m= 2,5 kg esetén?
(60,007 28,96°)

.b) Mekkora és milyen iranyu erével hat a rud a tengelyre m=5 kg, és m= 2,5 kg esetén?
(86,6 N, 30° a fiiggdlegeshez, illetve 96,82 N, 75,53° a fiiggdlegeshez)

Szamolds: A kotélerd éppen mg. A geometria miatt a kotélerd karja a haromszog
szimmetriamagassaga: [ - cos % a nehézségi er6é 1 /2 - sina, ha a tengelyt a csukléhoz tessziik. XM=0-bol kijon a
kotérerd: K(= mg) = 100N - sina/2.
A csukloer6 XF=0-6l adodik.

Szerkeszt0s: Az egyenldszara haromszogben a rudra hato nehézségi erd egyenese a kotélerd egyenesét az alap

felezépontjaban metszi, ahol atmegy a csukloerd egyenese is, tehat ennek iranya mindig a/2 a fiiggélegeshez képest.
Bontsuk fel a -100 N er6t C és K iranya dsszetevokre.



Hibrid: Az mg-vel egyenld kotélerd egy forgatonyomatékos egyenletbdl szamolhatd. Majd észrevehetd, hogy a
kotélerd és a csukloerd merdlegesek egymasra, €¢s mivel ZF=0 miatt a nehézségi erOvel egylitt zart vektorharomszoget
alkotnak, amiben ismert 2 oldalvektor, ezért ebbdl a harmadik eré és a szogek is szamolhatok.

.16) Fonél egyik végét vizszintes gerenda A pontjahoz, masik végét a gerendan
elcslisztathatd G; suly testhez kotjiik. A fonal két szara koz¢é elhanyagolhaté tomegi

mozgdcsigat helyeziink, melyet G sullyal terhellink. Mennyire lehet a G; sulyu testet a
gerendan az A ponttdl eltavolitani, hogy a rendszer még egyensulyban maradjon. A
gerenda és a rajta elcsusztathato test kozott a strlédasi egyutthatd |, a fonal hossza #.

(A csiganal a surlodas elhanyagolhat.) Legyen G =2 Gy és = %. (x<8/17¢)

A ket kotelhossz egyenld. (A K kotélerdk egyenldk, hiszen a csiga nem forog, emiatt a
G és a két kotélerd zart vektorharomszoge egyenldszaru, a kotelek fliggélegessel bezart
szOgei egyenldk.)

A meg nem csuszas ekvivalens feltétele a felsé testnél: K(sina — ucosa) < uGy.
(Kicsi a-ra a zarojel negativ, automatikusan teljestil, mig nagyobb o esetén, pozitiv zardjel mellet, egyenléséggel adja
meg a megcsuszas hatarszogét.)

Az egyensuly az also testnél: G= 2Kcosa.

Ezekbél tga < 8/15 adddik. A hatarhelyzeti a=28,07°-b6l x szamolhato.

47. abra

.17) Az abra szerinti elrendezéshen egy d hosszisagu rad egyik végét | hosszusagu fonél tartja,
masik végét teljesen sima falnak tamasztjuk, majd a rendszert magara hagyjuk és egyensulyban

[

marad. d /I =/5/8 }S\

.a) Milyen helyzetben all az egyensulyi helyzetii rad? (a=45°) :

.b) Hatérozzuk meg a fal és a kotél altal kifejtett erd nagysagat! (mg;~2mg ) %
d

.C) *Hogyan van egyensulyban a rad, ha a fal nem teljesen sima?

A .a) A sima falon nincs sarlédasi eré, a fal csak vizszintesen nyomja a rud bal végét.

A nehézségi erd hatdsvonala a haromszdg kozépvonal egyenese, ezért a kotél egyenesét a
kotél felezpontjaban metszi, viszont ekkor itt megy at a fal nyomoerejének egyenese is.

b ' Emiatt azonban a rud bal vége (D) felezi az AP szakaszt, ui. N egyenese kdzépvonal ABP
haromszdgben is. Az APB és DPB haromsztgekben a PB oldalra felirt Pitagorasz-tételekb6l
adodik, hogy h =1//8 .és PB =1/V2.

.b) A D ponton atmend tengelyre felirt forgatényomatékok
egyensulya miatt a kotélerd fliggbleges K és vizszintes K;
komponensére:

K1-mg/2=K/2 adddik. Ehhez hozzavéve az er6k egyenstlya miatti
N=K; és Ki=mg egyenletet, adddik a megoldas K;=K,=N=mg.
Ezért K = \2mg.

A

.c) Nem sima fal esetén a falon is van surlodasi er6, de a fal altal kifejtett ezen két erd
ereddjének hatasvonal most is atmegy a kotél kozéppontjan. Ha a strlodasi erd felfelé mutat,
akkor a rud vége lejebb, ha pedig lefelé mtat, akkor a rud vége feljebb van mint a kétél
kdzéppontja. Mivel a surlddasi erét a fal nyomoereje feliilrdl korlatozza, ezért a bal vég
eltavolodasa felfelé és lefelé nem lehet akarmilyen nagy.

.18) *Rud egyik végét fonallal falhoz erésitjiik, masik végét az érdes falhoz tamasztjuk. Egyensily
esetén a fonal a fallal a szoget zar be. Legyen % = % (¢ a fondl, d a rud hossza)! 2
.a) Mekkora erd fesziti a fonalat és legalabb mekkora plo nyugalmi surlédasi egyitthatd esetén johet
létre egyensily, ha o = 45° , illetve o = 30 °? {

(o = 0,293, K = 1,09 mg illetve puy > 0,504, K = 1,63 mg )

.b) Legyen most x, =05! Milyen a szogek mellett marad a rad egyensulyban? (Figyelem!
Sziikségesek trigonometrikus dsszefliggések a magasabb évfolyamokrdl: sin2a=... , cos2a=...,




tovabba ismerni kell az a - sing + b - cose = c tipst trigonometrikus egyenlet megoldésat!)
(30,1° és 47,2° kb zott)

A geometria miatt a jobb vég faltdl valo tavolsaga [ - sina = d - sina, igy o és 3 kapcsolata a feltétel miatt:
sinf = %sina.
Az abrén lathato, radra hat6 erék miatt 3 egyenlet adodik a rad egyenstlya miatt az N, K, S

ismeretlenekre. (XF=0 komponensenként és XM=0, amikor a tengely a bal végen van):
N = Ksin «
Kcos x +§S = mg
. I'sina

K-d-sin(B —a) =mg 5
A kotélerd karja d - sin(f — a), mert a rud és a kétél szoge f-a.

Adott o esetén szamolhat6 S, majd f—« is. Ezutan az egyenletrendszer megoldhat6. A

2sina 2sin®a P 2sina-cosa
3sin(B-a) mg, N = 3sin(B—a) mges §=mg (1 N 3sin(ﬂ—a))' Az

egyensuly feltétele ezutan, hogy |S| < uoN legyen.

megoldasa: K =

Az els6 esetben pozitiv, a masodik esetben negativ S adddik, azaz el6szor a felfelé mutatd S miatt a bal vég
alacsonyabban van a falon mint a kétél kozéppontja, a masodik eetben pedig S negativ, a bal vég magasabban van a
kotél felez6pontjanal. (1d,. az el6z6 feladatot!)

A .b) feladatban a megcsiszas hatarhelyzetélben |S| = uoN. Ez két kiilén eset! Egyenlet adodik « és S-ra,
amit a sinf8 = gsina Osszefuiggéssel egyvaltozossa tehetiink, igy a magasabb évfolyamosoknak megoldhaté lesz a
javasolt trigonometriai hattértudassal.

.19) Egy 3 m hosszd 150 N sdlyu létrét teljesen sima falnak tamasztunk dgy, hogy alsé vége 1,8 m-re van a faltél a
vizszintes talajon.

.a) Hatérozzuk meg a fal és a talaj altal a 1étrara kifejtett er6k nagysagat és iranyat! (56,25 N; 160,2N)

.b) Legalabb mekkoranak kell lennie a tapadasi surlddasi egyiitthatd értékének a talaj és a létra kdzott, hogy egy 800 N
sulyd ember a létra legmagasabb pontjara felallhasson anélkil, hogy a Iétra megcsuszna? (u = 0, 6908)

.c) Hogyan valtozik ekkor a talaj 4ltal kifejtett erd iranya? (20,56°-rél 34,64°-ra né a hajlasszog a fiiggélegeshez
képest)

.a) A fal sima, igy a nyomoereje (F) mer6leges a falra. A magassag Pitagorasz-tételbél: 2,4 m.
4 er6 hat a radra, amibdl 3 ismeretlen (N, S surlodasi, T talaj tartdereje merddlegesen). Felirhato 3 egyenlet:
mg=T
S=F (tengely a talajon).
mg*09m =F*24m
mg + 800N =T
.b) Az (j egyenletrendszer: mg + 800N =T , illetve a meg nem cslszas feltétele: S < uT.
mg *09m + 800N x 1,8m = F x24m
.C) T és S ered6jének hatasvonala kezdetben atmegy F és mg hatasvonalanak metszéspontjan. Ahogy az ember felfelé
maszik, a 800 N-o0s és 150 N-os erdket a hatas szempontjabol helyettesitd eredd eré hatdsvonala a fal felé mozdul el,
igy az F falerd hatasvonalat a falhoz egyre kozelebb metszi. Ezért hajlik az itt &tmend talajerd iranya is a fal felé a
mOozgas soran.

.20) Mekkora szoget zarhat be a fallal az érdes falnak tamasztott létra, hogy a talajon el ne cstisszon. A nyugalmi
surlodasi egydtthato a talajon i a fal és a létra kozott po. (Legyen g1 =0,5, 12 =0,4) (a < 51,34°)

A megcsuszas egyszerre kovetkezik be a falon és a talajon, igy az ezt megel6z6 hatarhelyzetben a strlddasi erdk
maximalisak. Ha a talajon T a merdleges tartoerd, akkor itt a stirlodasi eré z4T, emiatt a fal meréleges nyomoereje is
ennyi. Ezért a falnal a surlodasi erd guenT.

A fliggbleges eréegyenstlybol T szamolhato.



Ezutan egy forgatonyomatékos egyenlet sziikséges, amibdl a rud fallal bezart szogére a megcstiszaskor egyszerti

trigonometrikus egyenlet adodik. tge < 2
1—ups

.21) Mekkora szoget zarhat be a fallal a falnak tamasztott létra, hogy az a személy, akinek silya a létra stlyanak k-
szorosa folmehessen a létran anélkil, hogy a létra elcsiszna. A nyugalmi sarlddasi egyutthaté a talajon p, a fal és a
létra kozott Yo (Legyen k=2, 41 =0,5, 42 =0,4.) (max. 32,01°)

A gondolatmenet az el6z6h6z hasonlo. A T erére T = k;rl# mg adddik, amit a forgatdnyomatékos egyenletbe téve
TH1M2
tga = % kovetkezik. Erdemes ellendrizni, hogy k=0-ra az el6z6 feladat eredményét adja.
“H1H#2

.22) Bizonyos hajlasszoggel az érdes falhoz van tamasztva egy m tomegii rid, ami nem cstszik meg. A tapadasi
surlodasi egydtthato a talajon 0,5, mig a falnal 0,4. A rad és a fal szégére: tgo=0,5.

.a) Szamitsuk ki a falnal és a talajon hato erdket. (?;?)

.b) Mi a legkisebb lehetséges legkisebb és legnagyobb értéke a talaj merdleges tartoerejének? (0,9167mg; 1,125mg)

A r(dra hat a talajon T tartd és S; tapadasi surlodasi erd, mig a falon F nyomo és S; tapadasi surlddasi erd.
Erre a 4 ismeretlenre az egyértelmii megoldashoz 4 egyenletre lenne sziikségiink.

Az els6 két egyenlet adddik a ZF=0-bol vizszintes és fliggéleges komponenseit tekintve. A harmadik egyenlet adddik
>M=0-bdl valamely tengelyvalasztas esetén.

Barmely mas tengelyvalasztassal is probalkozunk XM=0-bél Gjabb egyenletet felirni, &mde! az uj egyenletiink
ekvivalens lesz a harmadik egyenlettel. Igy bar négy egyenlet lesz, de ezek nem adnak egyértelmii megoldast, mert
,,0sszefligg6” egyenletek, igy veégtelen sok megoldésa lesz az egyenletrendszernek, nem csak egyféle erénégyes
lehetséges!!

Nem lehet mast tenni, le kell mondani az egyértelmii megoldasrol, és egyik ismeretlent paraméternek tekintve,
megoldani a harom egyenlet egyenletrendszerét a masik harom ismeretlenre. Pl. ha T a paraméter, akkor S=mg-T; és
S1=F= (T-mg/2)tgc. adddik. Termeészetesen ezen megoldasokat még korlatozni kell azzal, hogy ala kell vetni a meg
nem csuszas feltételeit jelenté S; < 0,5T illetve S, < 0,4F feltételeknek.

Végiil 0,9167mg < T < 1,125mg adédik.

.23) Mer6legesen falszoglethez £ hosszsagu, végein gorgékkel ellatott rad tAmaszkodik
(sem a falnal, sem a talajon nem szdmolunk sarlédassal). A rad elcsiszasat a rudhoz és a
falszoglethez kotott fonal akadalyozza meg. A rud also vége a szoglettdl a, a fels6 vége b
tavolsagra van. A fonal a rud also végétol k¢ tavolsagra van a radhoz erdsitve.

.a) Mekkora er6 fesziti a fonalat, mekkora erével nyomja a rad a talajt, illetve a falat? 4
_ - — 17 A5 .8

Legyenk=1/3,a=4m,b=15m. 30 MY 5,MY5 55 mg] 0

.b) k milyen értékeinél lehetséges egyensuly? (k < 1/2)

.C) *Hatarozzuk meg az erdket csak szerkesztéssel!

62. abra
.a) A geometria ismert, a k6tél talajjal bezart ¢ szoge szdmolhato: tgp=15/8. (hasonld

derékszogii haromszogek)

YM=0, tengelynek célszerti valasztani a kotél valamelyik végpontjat (a bal végpontot is lehet!). Ebbdl a talaj T
tartéereje és a fal N nyoméereje kozott kapunk egy 6sszefiiggést.

YF=0 miatt az er6k zart vektorharomszogébdl T és N kozott ismét egy dsszefliggés adodik.

Az egyenletrendszer megoldhatd,

.b) A kotél jobb végénél 1évo P pont milyen palyat irna le, ha a rudat a fliggéleges falnak tamasztott helyzetéb6l
enengedve hagynank elcsiszni?

k =1/2 esetén a Thalesz-tétel megforditasa miatt éppen korpalya adédna.

k #+ 1/2 esetén a palya ellipszis lesz. U.i, ha a jel6li a rod és a fal szogét, P pont faltol valé tavolsaga x., a talaj folotti

magassaga pedig Yo, akkor a derékszogli haromszogek miatt sina = (1’3{)1 és cosa = i—‘l’ Ezek négyzetosszege 1.




3 2 2
Igy a P pont pélyaja az ( (1?;()1) + (%) = 1 egyenletii ellipszis, melynek centrum a falsarok, vizszintes tengelye I,

fiiggdleges tengely (1-K)I.
Ha a vizszintes tengely a hosszabb (k>1/2), akkor az elcsUszas alatt a P pont folyton tavolodna a saroktol, amely
mozgast a megnyulni nem képes kotél megakadalyoz.

.C) Tekintsiink a radra Gigy, mintha ra 3 er6 hatna: A fal N nyomoereje, a K kotélerd illetve az az E er6, ami az mg és a
talaj T tartoerejének ereddje.
o Ahol az eredeti geometria altal meghatarozott
abréban N és K hatasvonala egymast metszi, ott t kell
mennie a fiiggéleges E erd hatasvonaldnak is. T /
o Feladat az E ered6 hatasvonalanak, az egyik o
Osszetevonek (mg) és a masik Gsszetevd hatasvonalanak s
ismeretében megszerkeszteni a masik sszetevét (T), €s s
az E ered6t. Az mg erdvektor hossza tetszélegesen % lr N
vehetd fel. A tobbi erévektor hosszat ehhez viszonyitva ,//’/ ,
fogjuk megkapni.
o Mivel T, mg és E hatasvonala nem metszd, ezért
felvesziink két segéder6t F és —F kdz6s hatasvonallal,
mely a rud kdzepén és az N és K hatadsvonalainak
metszéspontjan megy at. Az F er6t az mg
tdmadaspontjabol inditjuk, a -F erét pedig ott, ahol a T
erd hatdsvonalat metszi mg és E tdmadaspontjait

. v F
osszek9t0 egyenes. ' 7
o Osszevonjuk az mg erdt az F erdvel, illetve a —F mg
er6t a szerkesztendd T erével. Ezek ereddje szintén E LS
-~
lesz. I
W

o Az mg és F ered6jének hatasvonal elmetszi E
hatasvonalat. A metszéspontot dsszekotve -F
tamadaspontjaval, adodik T és -F ered6jének
hatasvonala. Ebbdl kiszerkesztjiik a T erdvektort.

o T erévektorhoz mg vektorat adva adodik E vektor, melyet felmériink N és K egyenesének metszéspontjahoz.
o Felbontjuk az E vektort N és K 6sszetevoire. Hosszukat mg hosszahoz mérve adddnak N és K nagysagai ,,mg”
egységekben.

S 8 .24) Az ibran lathato egyenl6 oldalt haromszog minden oldala € hossz(sagQ, m
tomegli homogén rid. A haromszog az egyik oldal kézéppontjan atmend vizszintes
tengely koziil szabadon foroghat. Egy m tomegii bogar a C ponttdl lassan elmaszik a B
pontig. Mennyi energiajaba kerll ez a kaland (mekkora a munkavégzése)? (0,7321

mgl)

A bogar munkavégzése noveli meg a rendszer helyzeti energiajat.
¢ A koz06s tomegkozéppont fliggdleges elmozduldsat kell kiszamolni.
Ha K a haromszdg kdzéppontja, akkor a kdzos tomegkozéppont (T) kezdetben KC
szakasz fels6 negyedelGpontja, a végén pedig KB szakasz bal oldali negyedeldpontja.
Az OT szakasz hossza az OKB derékszogii haromszogél szamolhato (Thalesz-tétel megforditasa): €/4.

.25) Az asztal szélére, a szélén taInyald ferde tornyot épitiink egyforma
pénzérmékbol ugy, hogy minden érmét az alatta 1évohoz képest kifelé
elcsusztatunk. Célunk, hogy a legfelsé érme e lehetd legjobban kilogjon az asztal
széléhez képest.

.a) Megvaldsithato-e, hogy a legfels6 pénzérmének mar egyetlen pontja se
legyen az asztal fol6tt? Ha igen, hany érmét kell ehhez felhasznalni? (4)

.b) Megvaldsithatd-e, hogy a legfelsd, r sugaru pénzérme kiils6 pontja az asztal
szélétdl 4r tavolsagra legyen? (igen, 31 érmével)




.C) *Elegendéen sok érmét hasznalva mi az a legnagyobb tavolsag, amivel a torony oldalra kinytlhat az asztal
széléhez képest? (barmekkora)

.a) Egy db érme esetén a kinyulas legfeljebb r, mert az érme TKP-janak az
asztal f6lott kell maradnia. (kiilonben lebillen a nehézségi eré n*m
forgatonyomatéka miatt) ¢

Két érme esetén is a kdzos TKP-juknak az asztal folott kell maradnia, &m ez a |
kozos TKP a masodik érme szélétol balra van Y4 r tavolsagban, tehat az asztal
sz€1ét6l jobbra r+1/2r =3/2r tavolsagra nyulik ki a torony. Folytassuk a |

gondolatmenetet! 4 érme esetén a teljes kinyulas mar r(1+1/2+1/3+1/4) = | _
2,083r. || |
1
|

.b) Altalaban: A fels (jobbra kiny(l6) n db érme egyiittes TKP-jaba n*m,
mig a kozvetlenil 6ket tartd n+1-edik érme kdzéppontjaba m tomeget e
képzelve, az n+1 db érme egydittes tomegkdzéppontja n:1 aranyban osztja a

koztiik 1év6 tavolsagot. Azonban ez a tavolsag éppen r, hiszen az alsd érme kiils6 szélét éppen az nd fels6 érme
egylittes TKP-je alé tesszilk. igy, mivel az n+1 db érme TKP-ja éppen az asztal szélén van, ezért a legals6 érme
becsusztatasaval a fels6 rész r/(n+1) tdvolsaggal csuszhat kijjebb.

Az n érmébdl allo torony teljes kinyulasa: r(1+1/2+1/3+...+1/n). Excel tdblazattal gyorsan szdmolhato.

.C) Ez egy nehéz kérdés! Matematikailag megmutathatd, hogy a fenti 6sszeg barmely elére adott tavolsagnal nagyobb
lehet. [,,Ez a végten (hiperharmonikus) sor divergens, hatarértéke végtelen.”]

.26) Vékony lemezbdl késziilt négyzet egyik negyede hianyzik. Hol van a tomegkdzéppontja

(sulypontja)? (Az atlon a al—‘/zi-re a négyzet kozéppontjatol)

Otletl: Rakjuk dssze harom azonos tomegii négyzetbdl. Elészor a két szemben 1év6t egymassal.
Otlet2: Ha mégegy kis négyzetet hozzatennénk, egy nagy négyzetet kapnank. A hianyz kicsi

négyzet TKP-jat kell A= - 1/3 aranyban kicsinyiteni a nagy négyzet kdzéppontjara
vonatkozoan.

.27) Hatarozzuk meg az abran lathat6 lemezidomok témegk6zéppontjat!
(A két kor egyenesén, a kdzépponttol R/6 tavolsagra;
0,3R a nagyobb kdzéppontjatal felfelé)

Otlet: A kivagott korlap és a satirozott rész kozos tomegkozéppontja a nagy Kor
kdzéppontjaban van. A satirozott és a kivagott rész tomegaranya (4-1):1.
A fehér koroknél 1,5R oszlik fel 4:1 aranyban.

.28) Szerkesszilk meg merev testre hat6 2 db megadott erét helyettesitd eredét!

(Azt az egy er6t, ami gyorsito- és forgatd hatas szempontjabol is helyettesiti a megadottakat.)



F1 P

b)

F1 F2 d) F

Az ered0 csakis az adott
erok vektori 0sszege
lehet. Kérdeés csak a
hatasvonala.

a)

.2) Metsz6 hatasvonala
erok ereddjének a
hatasvonala atmegy az
eredeti hatdsvonalak
metszéspontjan.

F1 B2 .c) Kozos hatasvonalu,
ellentétes, egyenld
nagysagu er0 erddje

nullvektor. (hiszen 6sszeguk nullvektor, és forgatonyomatékaik
ereddje is 0.) llyen parok a hozzavétele barmely erérendszerhez, nem
valtoztatja meg az ered6 hatast, igy az eredd erét sem.

.b) Eredetileg parhuzamos hatasvonalak esetén két egyenld nagysagu,
ellentétes iranyu, kozos hatasvonall erdt vesziink fel, egyiket az egyik,
masikat a masik eredeti ervel egyesitjiik, majd az egyesitett erok
eredojét keressiik.

.d) ,,Er6par” (a két er6 egymas ellentettje, kiilonbozé hatasvonallal)
erd6je — ha létezne - csak nullvektor lehetne, de annak forgatdnyomatéka is O lenne. Ezen er6ké pedig nem az, mert
hatasvonaluk nem kdz6s. ,,Erépart” a hatds szempontjabdl nem helyettesithetiink egyetlen erdvel!

.29) Az R sugar korbe irt szabalyos 6tszég alaku siklap 4 db csticsanal kifelé, a szimmetriatengely mentén azonos F
erdk hatnak. Osszegezziik ezeket a hatds szempontjabol ugy, hogy...



.a) ... az 6tszog 5. cscsdban hasson egy erd, és az 6tszog sikjara merdleges tengelyii alkalmas forgatdnyomaték
hasson az eredeti er6k helyett. Mekkora a forgatdnyomaték nagysaga? (F, az 5. csucsbdél a kozéppont felé; M=0)

.b) ...az egyetlen er6 az 6tszog egyik olyan csucsaban hasson, ahol eredetileg F erd hatott. Mekkora ez az erd és
mekkora az e mellé sziikséges forgatonyomaték nagysaga? (F, az 5. csucsbdl a kozéppont felé hazott félegyenessel
egyirdnyu; M= - Fa, a tengely merdéleges az otszog sikjara)

.a) A 4 er6t hatasvonala mentén eltolva a kdzéppontba, ott 6sszeadjuk, majd az eredét kitoljuk az 5. cstcsba. (A
szimmetria miatt a kozéppontbdl csucsok irdnyaba mutat6 azonos nagysagti 5 db erd dsszege nullvektor lenne.)

.b) Az abran a 2. cslcsba fogjuk elhelyezni a keresett erét. Az 1.,
3. és 4. csucsokban hat6 er6k miatt felvessziink a 2. cstcsban a 1
erével egyenld 1” erét és ennek 1°” ellenerejét is. Ugyanigy
keletkeznek 3’ és 37, tovabba 4” és 4’ is.

Osszeadjuk most az 1°, 2, 3°, 4” eréket. Ezek vektorosszege a
korabbiak miatt egy 5 jelti erd, mely szintén F nagysagu és
egyirdnyu az 5. csticsbdl a kbzéppont irdnyaba hdzott vektorral.
Emellett azonban maradt még harom erdpar forgatobnyomatéka (1.
és 177, 3. és 377, 4. és 4°), melyek rendre +Fd/2; -Fd/2; -Fa/2 ,
ahol d az 6tszog atldinak hossza, a pedig az oldala.

Mivel a mostani, a 2. csticsba tolt eredé nem megy at a lemez
TKP-jan, ezért van forgato hatasa a TKP korll (negativ), ezt
rontja le a mellé rendelt forgatonyomaték.

.30) Az a élhossziisagi kocka két kitéré élében F er6k hatnak. A hatas

szempontjabdl helyettesitsiik ezeket az eréket a Q pontban hat6 egyetlen erével és P Q
alkalmasan valasztott —eréparral megvalositott- forgatonyomatékkal. Mekkora a
Q pontban hato er6 és mekkora a forgatonyomaték, milyen a tengely allasa? a
(V2F; Fa\/2; BR iranyu)
<
A bal also F er6t ,,athelyezziik” a Q ponthoz gy, hogy vele egyenld
C F erévektort vesziink fel Q pontnal, és egy ezzel ellentétes erét is felvesziink
/ =F- -3 ugyanott. Ezen két eré hozzavétele a rendszerhez, nem valtoztat az
P : Q F' crérendszer ereddjén.
a Most pedig az eredeti bal als6 er6 a masodik segéderével alkotja a keresett
D erépart, mig a masik két erévektort sszeadva, kapjuk a keresett erét. Az
erépar forgatonyomatékanak tengelye merdleges az oket tartalmazo AQCS
sikra.
F 5 A

.31) Boritsuk fel a kockat és a szabélyos tetraédert az egyik élén keresztiil, a lehetd legkisebb erével, ha az adott él a
sikon nem cstszik meg. Az erédt a felszin valamely szimmetriasikon 1év6 pontjaban fejtsiik ki. Hol hat a lehetd
legkisebb erd, mekkora a nagysaga és milyen az iranya, ha a test homogén anyagu, és tomege m?

(Seqgitség: A szabdlyos tetraéder TKP-ja a testmagassagok metszéspontja, ami minden magassagnak a laphoz kozeli
negyedeldpontia.) (Kocka: F = mg/+/2, tetraéder: F = mg/3)

A boritaskor a nehézségi eronek a sikon marado élre szamitott forgatonyomatékat kell lerontania a huzoerd
nyomatékanak. E16bbi fix, utobbi pedig F*r*sing szorzat alakjaba irhaté (ahol r a TKP és az F er6 tamadaspontjanak
tvolsaga, ¢ pedig az F er6 és az r szakasz szoge). F minimalis lehet, ha r és ¢ egymastdl fliggetlentl tud maximalis
lenni. Tehat r legyen a lehet6 leghosszabb, ¢ pedig 90°.



.32) *A strl6dasos sikon all egy hengerszerii test (vékonyfalii cs6 vagy tomor henger). Az ébra szerint egy, a
vizszintes sikban hato és a palaston tamado eréparral szeretnénk megforgatni. Mekkorak a sziikséges er6k? (cso:
pumg/2; henger: umg/3)

(Segitség: Ha a koordinatarendszerben megrajzoljuk az f(x)=x? fiiggvény grafikonjat, illetve egy téglalapot, melynek
egyik csucsa az origo, a vele szemkozti csucsa pedig a grafikon tetszoleges pontja, akkor a téglalap teriiletének 1/3
része esik a (parabola)gorbe ald.)

F

=y

= S

A surlodasi er6 feliileti erd, az érintkezési feliilet barmely kicsi teriiletii részén hat, nagysaga aranyos a teriilet
nagysagaval. Ezek forgatonyomatékainak Gsszegét kell semlegesiteniink az er6parral.

Vekonyfall (Ax) csénél felosztjuk a 2z szogtartomanyt pici (1) A¢ nagysagu szogekre A A¢ kdzépponti sz6ghoz
tartozo korgyuricikk teriilete Ag=r*Ax, emiatt az itt ébredd surlodasi eré AF=A@#*Ax/(2r zAX)* mg, ennek
forgatonyomatéka a kozépponton atmend fliggéleges tengelyre: AM= AF*r= =1/2z)* umgrA¢. Ezen jarulékokat kell
0sszegeznunk. Az 0sszeg: Msin=umgr. Ez tart egyensulyt a ketresett erépar F*2r forgatdnyomatékaval.

Hengernél el6bb koncentrikus korgytiriikre osztjuk a feliiletet, majd azokat cikkekre az el6z6ek szerint. Az x
sugari Ax szélességti korgytirticikk teriilete At=x*Ag#AX, erre hato surlodasi eré AF=AV/(r*m)*umg, aminek
forgatonyomatéka : AM(X, AX, Ag)= AF*r = %szxAgo. Ezt 6sszegezziik el6szor az X sugart korgylrire (azaz ¢

szerint), : AM(x, AX)= £ x2Ax, majd ezt kell dsszegezni az Ssszes korgytiriire (azaz x szerint). Ez szemléletesen a

koordinatarendszerben az f(x)=x? fliggvény, 0-t0l r-ig szamitott gorbéje ,.alatti teriilet”-nek a %—szerese. Adodik:

Msari=2mgr/3.
Ez tart egyensulyt a keresett erépar F*2r forgatonyomatékaval.



