6- Munka, energia

g=10 m/s? legyen!

Tomegpont, pontrendszerek

.1) Fiigg6leges falu edénybe vizet téltiink. Hany szazalékkal néveljilk meg ezutan a vizoszlop magassagét, hogy a
viznek az alaplap szintjéhez viszonyitott helyzeti energidja a kétszeresére n6jon? (41%0)

A viz teljes tdmege a h magassaggal egyenesen aranyos. Az atlagmagassag (a viz tomegkdzéppontjanak a lap folotti
magassaga h/2) a ha magassaggal szintén egyenesen aranyos. Igy a helyzeti energia a h’-tel aranyos.

.2) Egy oxigénmolekula tdmege 53,4-10% g, 4tlagos sebessége 0°C-on 460 m/s. Mennyi a molekulék 6sszes mozgési
energiaja a haladé mozgasa miatt 1 mol gazban, ahol 6-10% molekula van? (pl. 0°C-on, 10° Pa nyomas mellett 22,4
liter térfogatban) (3,39 kJ)

E= % mV2

.3) 1 tonnés tdmeget milyen magasrol kellene leejteniink, hogy 1 kWh legyen a mozgasi energiéja a foldetéréskor?
(360 m)

1kWh=10*W*3600s, a helyzeti energia mozgasiva alakul a leeséskor.

.4) Faba 500 m/s sebességgel belel6tt puskagolyd 3 cm mélyen hatol be. A fékezé er6 az at soran allandé. Ezzel a
puskaval 1 cm vastag deszkat 16vink keresztil. Mekkora sebességgel tavozik a 1ovedek? (408 m/s)

Otletl: A 3 cm-es szakaszra felirt munkatételbdl a fékezderé szamolhato. Majd munkatétel az 1 cm-es szakaszra.
Otlet2: A fékezderd negativ munkaja a munkatétel szerint a mozgasi energiat csokkenti, mégpedig a fékezderd
allandosaga miatt az Gttal egyenes ardnyban. A 3 cm-en teljesen elvesz6 kezdeti mozgasi energiabol az 1 cm-es

’ . s 2 , , . ‘
szakaszon csak harmada vész el, kétharmada megmarad. Igy 5~ szorosara valtozik a sebesség.

.5) Vizszintes asztallapon meglokott konyv allandé lassulassal mozog, sebessége 24 cm-es csUszas utan csokken a
felére. Mekkora utat tesz még meg a megéllasig? (0,08 m)

Otletl: A 24 cm-es szakaszra felirt munkatételbdl a fékezderd szamolhatd. Majd munkatétel az hatralévé szakaszra.
Otlet2: A fékezderd az ttal egyenes aranyban ,,fogyasztja” a mozgasi energiat. A 24 cm-en a haromnegyede
veszett el. Tovabbi egynegyede veszik el a megallasig.

.6) Mekkora munkat végziink, ha a 30°-os hajlasszogii, 5 m magassagu surlodismentes lejtén vizszintes erével,
egyenletesen a lejté tetejére juttatunk egy 10 kg tomegii testet? (500J)

Otletl: A nehézségi erét két komponensre bontva, annak mgsina nagysagu lejtéiranyt komponensét kell
egyensulyoznia a vizszintes huzoer6 lejto irany F1 komponensének. Az iranyaba es6 elmozdulas h/sing .

Otlet2: A lejtd egy tipikus egyszerti gép, mellyel munkat nem , takarithatunk meg”. Azaz a munka akkora, mintha
figgolegesen emelnénk: mgh.

.7) Két asztal &ll szorosan egymas mellett, amint azt az 4bra mutatja. Az asztallapok e E
kiilonb6z6 anyaguak, a strlodasi egyiitthatok kiillonbozéek. m = 20 kg, g1 = 0,1, po = r_____E___;}:':mmm
04,1=05m. ﬂ

Mennyi munkat végziink, amig az egyik asztalon levé homogén anyageloszlast



csomagot a masikra egyenletesen athuizzuk? (259)

Osszuk a csomagot két részre, melyek az egyes asztalukon allnak. Az ered6 surlodasi erd is a két asztalon ébred6 erék
osszege. Mindkett6 eré nagysaga linearisan fiigg az elmozdulastdl, igy a teljes 0sszeg is.
Ezért a sz€EIs6 értékek atlagaval szamolunk. A kezdeti p1mg-r6l zomg-re valtozik az elmozdulés alatt.

.8) Egy 5 m magasrdl vizszintes talajra ejtett labda minden visszapattanaskor elveszti iitkdzés el6tti energiajanak
19%-at. A kozegellenallas elhanyagolhato, a labdat pontszeriinek, az {itkdzést pillanatszeriinek tekinthetjiik.
a) Milyen magasra ugrik fel a labda a masodik visszapattanas utan? (3,28 m)
b) Abrazoljuk a labda sebességét az elengedéstdl eltelt id6 fiiggvényében, egészen a harmadik
visszapattanasig!

a) Ketszer egymas utan (két pattands) a mozgasi (és abban a pillanatban ez a teljes mechanikai) energia 0,81-
szeresére valtozik. A helyzeti energia a magassaggal aranyos.
b) A sebesség nagysaga 0,9-szeresére, iranya ellentétesre valtozik minden ttkdzéskor.

.9) Az m tomegii, r radiuszd, rogzitett tengely kériil elfordulni képes abroncs keriiletére
ugyancsak m témeget erdsitiink. Mennyi ennek a tomegnek a sebessége, amikor felsé m
helyzetébdl elindulva legmélyebb helyzetén halad at, ha a tengely rogzitve van? (/2Rg)

Az abroncs helyzeti energidja nem valtozik, a nehezéké csokken. Ez fedezi a végsé mozgasi
energiat, mely az Gsszes pont (abroncs pontjai és nehezék) azonos v sebességgébdl adodik,
azaz ¥» (2m)v?= mg2R.

.10) Ejtéerny6s kiugrik egy 2000 m magasban szallo repiil6gépbdl. A gép vizszintes sebességel100 % Az ejtéernyds
sebessége a foldet éréskor 5 % tomege ejtéerny6vel egyiitt 100 kg. Mennyi munkat végzett a kdzegellenallas? (-2,499
MJ)

Hasznaljuk a munkatételt.

.11) A 30°-o0s hajlasszogii lejtore helyezett €k és annak vizszintes lapjan levé 0,1 kg [m]
tomegli kocka egyiitt gyorsulva mozog a lejtén lefelé. Indulés utan 2 s-mal a kdzos
sebességik 6,5 % Ezen 2 s alatt a lejt6 altal az ékre hato surlddasi eré munkaja -6,8 J.

a) Mekkora az ék tdmege? (0,498 kg) »
b) Mekkora a kockara hat6 starlodasi er6? (0,281N) 777

a) A lejtével parhuzamos, 4llandé gyorsulas szamolhat6: 3,5 m/s%.
Ebbél egyfeldl a lejtén mért elmozdulas 6,5 m; masfeldl - a dinamika alaptorvénye szerint - a lejtén mért
csUszasi surlodasi egyltthatd 0,202.
Ezutan a megadott munkavégzésbol a cstiszasi surloédasi erd, majd abbdl a lejto és ¢k kdzos tdmege
szamolhato.

b) Az ismert gyorsulasvektori kockara hato er6ket vizsgalva, a vizszintes gyorsulaskomponenst csak a tapadasi
surlodasi eré okozza.

.12) Az &bréan lathato nyugvo, 50 kg tomegii kocsira 30 kg tomegii

homokzsak csuszik kezdeti 2 ? , Vizszintes sebességgel és rajta marad. —
. i
a) Mekkora munkat végzett a zsék a kocsin? (14,06 J) t;?

b) Mekkora munkat végzett a kocsi a zsakon? (-51,56 J)

c) Mekkora a rendszer belsdenergia-névekedése? (37,5J) @

A végso kozos sebesség a lendiiletmegmaradasbol adodik.
.a) A kocsira munkatételt irunk fel.



.b) A zsdkra munkatételt.
.c) A hianyz6 mozgasi energia valt bels6 energiava.

.13) Az el6z6 feladat altal felvetett kérdés:

Ha egy pontrendszer mozgasat inerciarendszerbdl vizsgaljuk, akkor ott a munkatételt érvényben levOnek talaljuk.
Attérve egy olyan vonatkoztatési rendszerre, amely az eredeti rendszerhez képest allandé u sebességel halad,
érvényben marad-e a munkatétel az Uj rendszerben is (annak ellenére, hogy ott masok lesznek a tdmegpontok latszo
sebességei, igy mozgasi energiai is)? (igen)

Mivel a pontrendszerre felirt munkatétel az egyes tdmegpontokra felirt munkatételek dsszege, ezért elegendd belatni,
hogy egyetlen témegpontra felirt munkatétel érvényben marad, ha az Uj rendszerre tériink at.

Legyen az A rendszerben a tdmegpont helyvektora ra, sebessége va, a B n
rendszerben rg, sebessége V.
Ekkor az abra szerint fennall ra=rag+ s . T rs
Mindkét oldal megvaltozasat véve: Ara= Arag+ Arg, majd a valtozas rovid At
id6tartamaval osztva: , va= U+ Vg,
Valtozast kovetden a vektorok 10j értékeit vesszdvel jelolve: a5 0
’a=r’as+r’s € va=Uu+vs, B

Az A rendszerben érvényes a munkatétel: AEa= Wa, azaz 1/2m(va’)>-1/2m(va)? = FAra .

A B rendszerben a mozgasi energia megvaltozasa: AEg = 1/2m(vs’)?-1/2m(vs)? ezt atalakitva:
1/2m(va’-u)?- 1/2m(va-u)? = 1/2m[ (Va’)>(Va)? —2uU(Va’-Va) 1= AEa- mu(va’-va) valoban eltér az A-beli mozgasi
energiatol.

ey ey

B-ben a munkavégzeés:

AWp= FArg = F(ArA— ArAB) = AWa- FArpg = AWa- FuAt.

(Galilei elve szerint az A-hoz képest allando sebességii B is inerciarendszer, igy tehetetlenségi erdk hijan nincs
kiilonbség a hat6 erok kozott, ezért nem indexeljiik.)

Tehat a munkatétel mindkét oldala megvaltozik attéréskor, de ugyanannyival.

.14) A 200 kg tomegii testet egy emelé-berendezés 5 s alatt 8 m magasra emeli. Az t els6 felében a mozgés
egyenletesen gyorsuld, a masodik felében egyenletesen lassuld. A kezdGsebesség zérus. Az elsé szakaszon a gyorsulas
duplaja a masodik szakaszbeli lassulasnak.

a) Abrazoljuk az emelderét az id6 fiiggvényében.

b) Hatarozzuk meg az atlagteljesitményt. (3200 W)

a) Mindkét szakaszon a sebesség linedrisan valtozik, a sebességgrafikon alatti teriilet az elmozdulas. A max.
sebesség 3,2 m/s.
Az emeld erd a dinamika alapegyenletébdl adodik, a nehézségi erdt is figyelembe véve (2384 N és 1808 N).
A pillanatnyi teljesitmény Feu..s*v(t), ami az elsé szakaszon 0-t6l 7629 W-ig, a masodikon 5786 W-t6l 0-ig
valtozik, linearisan.
b) Osszegezziik a P(t) grafikon alatti teriiletet és osszuk el az idvel., avagy ....
....az 0sszes mechanikai energiandvekedésbol szamolhato (helyzeti) az ered6 er6 atlag teljesitménye, amibol
levonando6 a nehézségi erd atlagteljesitménye (ami negativ).

.15) Egy rug6 nyugalmi hossza 0,8 m rugdallandéja 25 % A rugd also végére a foldon fekvo, 1,5 kg

tomegii testet erdsitettiink. A rug6 fels6 végét fiiggblegesen a test felett tartjuk, 0,8 m magassagban.
Ezutan lassan felemeljiik a rugd fels6 végét 0,8 m-rél 1,7 m magassagba.

a) Szamitsuk ki az emelés soran végzett munkat! (9 J)

b) Abrazoljuk az emeléshez sziikséges erét a felsé rugovég elmozdulasanak fiiggvényében!

c¢) Abrazoljuk a rugalmas energiat az elmozdulés fiiggvényében!

08 m




a) A lassu (egyenletes) emelés miatt a test végig egyensulyban van. Az els6 szakaszban végig az asztalon all,

kozben a felsé vég elmozdulasaval egyenes aranyban névo rugderd mellett linearisan 0-ra csokken a tartdero.
Hatarhelyzetben a rugoer és a nehézségi erd tart egyensulyt, amibdl x= 0,6 m-es elmozdulas adodik. Ezutan a
rugd hossza, ereje, energidja allandé marad. A munka a két szakasz munkéajanak ¢sszege.

b) Az er6 linearisan 15 N-ra n6 0,6 m alatt, majd alland6 marad 0,9 m-ig.
¢) A rugalmas energia Dx?fliggvény szerint né az elsé szakaszban, majd allandé marad.

.16) Fiiggdleges tengelyhez mereven hozzéerdsitiink egy vizszintes rudat. A rudra a vazlat

szerint 0,2 kg tomegl testet fliziink fel és rugdval kotjiik a tengelyhez. A rugd feszitetlen %:)

allapotaban 0,5 m-re van a test a forgastengelytél. A rugd 50 N erd hatasara nyalik meg 1 cm-

rel.

a) Mekkora lesz a test tavolsdga a forgastengelytél, ha a tengelyt 10 s*fordulatszammal

dp

forgatjuk? (0,594 m) 2]

b) A tengely forgatdsakor mekkora munkat végeztiink dsszesen, amig a fenti fordulatszamot elértiik? (Surlodasi

veszteség nincs.) (161 J)

C) A tengelyt a nyugalmi helyzetb6l forgatni kezdjiik, egyre tobb munkat fektetve be. Elegendéen sok id6 alatt

barmennyi munkat be tudunk fektetni, de teljesitménylink véges. Mekkora fordulatszamot érhetlink el?
(kevesebb mint 25,16 s™)

a) A sziikséges centripetalis erd a rugdotol szarmazik: Dx=m(x+0,5m) «” linearis egyenlet adja meg az adott

szOgsebesseghez tartoz6 x rugd megnyulast.

b) A végzett munkank az dsszenergiat ndveli (rugalmas és mozgasi).

c) A fenti linearis egyenlet szigordan monoton névé kapcsolatot ad x és @ kozott.

Amde az egyenlet két oldalanak abrazolasa mutatja, hogy megoldas csak addig van, amig a jobb oldal
grafikonjaénak me«? meredeksége alatta van a bal oldal grafikonja D meredekségének. Tehat w-nak van fels6
korlatja, és mikdzben w ehhez kozeledik alulrol, addig az ehhez tartozo x megnyulas nagyon nagy lesz, a
,végtelenhez tart”. Ezzel egyutt neklink is végtelenbe tart6 munkamennyiséget kell befektetnlink. Rugd
nyujtasa, forgasi energia novelése: Egsszes= Y2 DXo(lo+3/2Xo)

Igy -bar x egyre nagyobb lesz ugyan, és a fordulatszam is né - de sosem érheti el azt, amikor D = ma?, ezért «?
mindig alatt marad D/m értéknek.

.17) A vizszintessel 20°-os szoget bezaré lejtén 2 m/s allando sebességgel csuszik lefelé egy lada. Egy adott helytol
kezdve a lejto feliilete érdesebbé valik. Ezen a szakaszon a lada 3 m utat tesz meg a megallasig. Mekkora a sarlodasi
egyutthat6 fent és lent? (0,364; 0,435)

A fels6 szakaszon az erdk a lejté mentén (is) egyensulyt tartanak, a fenti egyutthato ebbdl adodik.
Az als6 szakaszon a munkatételbdl jon az egyiitthato.

.18) Egy szankdpalya 15°-0s hajlasszogii lejtd. A szankon iilé ember és a szanké egyiittes tomege 80 kg. A cslszasi
surlodasi egydtthato 0,05. A Iégellenallés a sebesség négyzetével ardnyos és 1 m/s sebességnél 0,2 N értékii.

a)
b)

a)

b)

Mekkora sebességre gyorsul fel a szankd? (29,02 m/s)
Mennyi ekkor a mechanikai energiaveszteség 1 s alatt? (6005 J)

A légellenallds a sebességtol fiigg. A masik két eré nagysaga allando. Ha a Iégellenallés elég nagy lesz,
egyensuly lesz, kialakul a maximalis sebesség.

A mechanikai energiaveszteség a két disszipativ er6 munkajanak abszolUtérteke. (Mivel a disszipativ er6k a
konzervativ nehézségi erével megfelelé komponenséavel tartanak egyensulyt, ez egyben a nehézségi erd
munkdja, azaz a helyzeti energia csdkkenése is.)



.19) Lejt6n a surlodasi egyiitthatod . Mekkora kezdésebességgel kell az a hajlasszogli h magassagu lejto tetejérdl a
testet lefelé inditani ahhoz, hogy a test ugyanakkora sebességgel érjen a lejto aljara mintha az utat kezddsebesség

nélkill, strlodasmentesen tette volna meg? ( |21 )
tga

A surlodas nélkiili lejtén mechanikai energiamegmaradas teljesiil, mig a surlodasos lejtén munkatétel.

.20) Egy 10 kg tomegii, 2 m hosszi fonalon 16g6 homokzsakba 10 g tomegili 16vedék hatol vizszintesen, és benne is
marad. A zsék 10°-kal lendiilt ki. Mekkora volt a lévedék sebessége? (780,5 m/s)

El6bb a geometriabol az emelkedési magassagot szamoljuk.
Majd a mechanikai energia-megmaradassal az (tkdzes utani kdzos sebességet.
Végll egy rugalmatlan utkozes lendilet-megmaradasssal.

6 kg
.21) Az abra szerinti rendszer 0 tengely koriil foroghat fligg6leges sikban (a rudak sulytalanok). T
a) Mennyi munkavégzés aran lehet a szerkezetet 180 °-kal elforditott helyzetébe atvinni? (240 J)

b) Ha ezutan lebillen a szerkezet, mekkora sebességgel mennek at a testek az eredeti fiiggbleges
helyzeten? (5,48m/s) 0

Im

3m
.a) Alulrél 4 kg témeg jut 6 m-rel magasabbra. L
.b) Az energiadsszeg megmarad (mozgasi- és helyzeti-). 10kg
.22) A 30°-0s hajlasszogii lejtén 3 kg tomegii test van, egy D = 80 N/m rugééllandoj
rugohoz erésitve. Kezdetben a testet gy tartjuk, hogy a rugd erémentes legyen, azutan m
hirtelen elengedjik. A surlédas igen kicsi.

a) Milyen mélyre megy le a test a lejtén? (0,375 m) D

b) Hol all meg a test, ha végil is az igen csekély surlédas megallitja? (0,187 m) a

73 7

a) A kicsi surlodas és a rovid id6 alatt a mechanikai energia megmarad. A legalacsonyabb helyzetben a morgasi
energiaja ismét 0 lesz. A helyzeti energia rugalmas energiava alakul.

b) (A surlddasi erd a negativ munkajaval elveszi a rendszerbdl a mechanikia energiat.) Amikor mar all,
egyensulyba kertil, a strlodas pedig kozelitéleg nincs. Vizsgaljuk az erdk egyenstlyat!

.23) Fiiggbleges helyzetben alatamasztott, 20 % direkcids erejii stilytalannak tekinthetd rugora, annak szabad végétol

mért 1,8 m magassaghol, 0,4 kg tomegi testet hajitunk lefelé. Mekkora kezddsebességgel kell a testet elinditanunk,
hogy a rugd 20 cm-rel 6sszenyomodjék? (12,65 m/s)

Nincs disszipativ erd, a mechanikai energia megmarad (mozgéasi- és helyzeti-, rugalmas).

.24) Fiiggoleges helyzetben alatamasztott D rugoallanddjt, sulytalannak tekinthetd rugoé felsé végén M tomegii
rugalmatlan test van. A rugo fels6 végétél h magassagbol m tomegii testet ejtiink a rugora. Mekkora vo

kezdésebességgel kell a testet elinditani, hogy a rugd ho értékkel 6sszenyomaodjék, ha D = 20 %, m=0,4Kkg, h=
1,8 m, hp=20cm, M=0,5kg? (20,1 m/s)

Visszafelé szamoljunk, hasznéalva az energiamegmaradast! (A rugd kezdetben is dssze volt nyomva!) igy adédik az
litkdzés utani kdzos sebesség.

Az tkdzés rugalmatlan, igy adddik a test beérkezési sebessége (lendiiletmegmaradas).

Ebbdl pedig a fels6 kezdeti sebesség szamolhato (mech. energia-megmaradas).

.25) A 10 m-r6l leesd, 50 kg-os colopverd kalapacs 4 cm-rel verte be a 2 kg tomegii c61opot. Keressuk, hogy mennyi
a talaj ellenallo ereje?
a) Mi a hiba az al&bbi gondolatmenetben?: A c6lop 0,04, a kalapacs 10,04 cm-rel ker(lt alacsonyabbra. Helyzeti

energidjuk egyiittes csokkenése egyenld a talaj munkavégzésének ellentettjével. Igy valaszként 125,52 kN
adodik.



b) Mekkora a talaj altal kifejtetett er6? (120,71 kN)

a) Gondoljuk végig, milyen energiaatalakulasok zajlanak a folyamat soran. Nincs-e valahol (mechanikai)
energiaveszteség?

b) A kalapacs colophoz érkezéséig a mechanikai energia megmarad. Ezutan egy tokéletesen rugalmatlan (itkzés
zajlik. Majd a talaj ereje lelassitja a colop-kalapacs parost.

.26) Az abran lathat6 ingat 90°-kal kitéritjiik és elengedjiik. Az asztal szélén levé, vele
egyenld tomegii golyoval rugalmasan {itkozik.
a) Hatarozzuk meg milyen tavol ér a padiora a lelokétt goly6? (2vhl)

b) Mekkora lesz a foldbe csapodasi sebesség? (,/2g(h + 1))

El6bb mechanikai energiamegmaradas, majd rugalmas ttk9zés azonos tomegek kozétt, végul vizszintes hajitas.
.27) Egy 1 m hosszu fonalinga végére 1 kg tomegii, vasbol késziilt golyot akasztunk. Az ingat a fliggdélegest6l 60°-kal
kitéritjuk, majd I6kés nélkil elengedjiik. Amikor az inga az egyensulyi helyzeten halad &t, magahoz vonz egy

kozvetleniil elbtte levd kis 4ll6 magnest, melynek témege 0,05 kg. Milyen magasra emelkedik az inga ezutan? (56,9°)

E16bb mechanikai energiamegmaradas, majd rugalmatlan ttkdzés azonos tdmegek kozott, végil vizszintes hajitas.

.28) Az 4bran lathat6 0,6 kg tomegii kiskocsi a rajta 16v6 0,2 kg tomegii golyoval egyiitt

6 ? nagysagu sebességgel egyenletesen gurul. Amikor a szétpattané D= 5000 N/m
rugdallandéja rugo leloki a golyét, a kocsi sebességének nagysaga 5,25 %—ra csokken,
irdnya valtozatlan marad. Z 7777

a) Mekkora a goly6 sebessége a kocsihoz viszonyitva? (3 m/s)
b) Mennyire volt 6sszenyomva a rugo? (1,64 cm)
c) Milyen koordinata-rendszerbben igaz a mechanikai energiamegmaradas? (barmely inerciarendszerben)

El6bb lendiiletmegmaradas, majd a mozgasi energidk novekedése az eredetileg rugdban tarolt energiaval egyenld.

Tanulsagos megoldani a feladatot nem csak az asztalhoz rggzitett koordinata rendszerben, hanem a hozza képest
allando sebességgel mozgo, a tomegkzépponthoz rdgzitett rendszerben is.

.29) A lejté fiiggdleges sikban levé R sugari korpalyan végzoédik. Milyen magashol %
kell kezddsebesség nélkiil inditani a kis méretii golyot, hogy a fiiggdleges sikban (_7/1

fekvo, kor alakura hajlitott abroncs belsé feliiletén haladjon végig? (2,5R)

Ahhoz, hogy a palya legfelsé pontjan is kormozgast végezzen (a palyan maradjon), a sebessége nem lehet
akarmilyen kicsi, ugyanis a ra — lefelé - haté nehézségi és a T nyomoerd dsszege éppen mv?/R. Mivel a T nemnegativ,
ezért mv? legalabb mg, azaz v2 legalabb Rg.

Ahhoz, hogy itt fent ekkora legyen a sebesség, a mechanikai energiamegmaradas tétele alapjan szamolhat6 az
inditasi magassag.

.30) A 30 cm sugarii fliggbleges korpélyara egy lejtérl 60 cm magassagbol engediink racsiszni egy testet. A
surlédas elhanyagolhato.
a) Milyen magasan valik el a test a kérpalyatél? (50 cm)
b) Mekkora a sebesség az elvalas pillanataban? (1,41m/s)
C) Az elvalast kovetd mozgast is figyelembe véve, mekkora lesz a test legnagyobb magassaga és legkisebb
sebessége a mozgas soran? (0,556 m a kor als6 pontja felett; 0,943 m/s)
d) *Milyen h magassagrol kellene inditani a testet kezd6sebesség nélkiil az R sugara korpalya felé, hogy a mozgas
sorén a test ugy valjon el a korpalyatdl, hogy a mozgés sorén a legnagyobb magassaga az inditasi szintje alatt
éppen R/3 mélységben legyen? (2,31R)



.a) A goly6 biztosan nem fog elvalni a lejtétdl addig, amig a legalsé ponttdl a kor kdzéppontjaval azonos
magassagba nem kertil.
(Felrajzolva a ra hato nehézségi, és a sugariranyl — befelé pozitivnak valasztott -T tartGer6t, a mozgas dinamikai
feltétele sugariranyban: mv?=T - mgcosa, amibél 7=mv? + mgcosa. A jobb oldal mindkét tagja pozitiv, ha a
sugar ¢s a fliggélegesen lefelé mutaté irany szoge, a hegyesszog. igy T is pozitiv.)
A mindenkori sebessége a mechanikai energiamegmaradas tételébol adodik, igy a T erd is a-fiiggd lesz:

T(x) = mgcos « +2mg [% — (1 —cos oc)]. Elvalas T=0 esetén kovetkezik be, azaz cos «= —%G — 1)

esetén (a=131,8°). Az elvalaskor a magassag s = R-Rcosa.

.b) Az elvalast kovetden egy ferde hajitas folyik, melynek kezdésebesség-vektora ismert. A fliggbleges
sebességkomponenshol az emelkedési id6t, majd ebbdl a hajitds emelkedési magassagat kapjuk. A legkisebb
sebesség pedig a megmaradd vizszintes sebességkomponens lesz.

.C) Az elejétol kezdve paraméteresen célszerti szamolni. Az elvalaskor cos «x= — N (7 - 1). Ebbdl az elvalaskori

sebesség négyzete v2=2/3g(h-R). A hajitas soran is megmarado vizszintes sebességkomponens:
Vmar=V*c08(180°-)=2/3v(h/R-1). Emiatt a testnek marad mozgasi energiaja, de a tébbi mechanikai energia

mind helyzetivé alakul a parabolapalya tetdpontjanal. igy mg(h-h’) = 1/2mV2marad , ebbél az elvart

—_p)3
magassagkiilonbségekre h — h' = % (hRf)

adodik. Ennek kell most R/3-nak lennie.

.31) Egy 0,6 m sugar srlédasmentes gomb tetején egy kis golyét elengedtiink.
a) A gomb tetejétdl szamitva milyen magassagban hagyja el a ggmbot a golyd? (0,2 m; 48,2°)
b) Mely helyzetben lesz a gyorsulasa a nehézségi gyorsulas kétharmada? (34,5°)

a) A sebesség és a szdg (a testhez hizott sugar szdge) 6sszefliggeset a mechanikai energia megmaradasi tétele
adja. Az elvalas pillanataban a kormozgas dinamikai feltétele a 0 tartéer6 miatt egy masik kapcsolatot is ad
a sebesséq és a szog kozott.

b) A szdg meghatarozza a sebességet, az pedig a gyorsulas centripetalis komponensét. A gyorsulas érint
iranyt komponensét a szog €s a nehézségi erd hatarozza meg. A két komponens vektori ereddjét ismerjiik
most.

.32) Egy fonalinga hossza 1 m. Az ingat vizszintes helyzetbél engedjiik el. Az inga 45°-0s helyzeténél:
a) Mekkora a fonalon fliggd test sebessége? (3,76m/s)
b) Mekkora a test gyorsulasa? (15,81m/s?)

a) Teljestil a mechanikai energiamegmaradas tétele.
b) Sugariranyt és érintirany komponensbdl szamithato.

.33) Egy pontszerti test 2 m hosszu és elhanyagolhat6 tomegii fonalon fligg. A testet ebbdl a helyzetébdl vizszintes
iranyu kezdésebességgel kilenditjiik.
a) Legalabb mekkora kezddsebességgel kell elinditani a testet, hogy a fliggéleges sikban |
korbe forduljon? (10 m/s) al® |
b) Mekkora also kezddésebesség esetén lazul meg a fonal az abra szerinti helyzetben? / 1
(8,37 m/s)
c) Mennyivel marad a test palyajanak legmagasabb pontja (fliggbleges iranyba mérve) a
korpalya fels6 pontja alatt, ha a fonal ¢ = 60° estén lazul meg? (0,625 m) \
d) Ha a fonal meglazulasa a fiiggélegessel bezart ¢ szognél kdvetkezik be, akkor mennyivel g

|

I

|

lesz alacsonyabban a parabolapalya tetGpontja korpalya legmagasabb pontjanal? E 2- h -*4)
3cosgp + cos3<p)]

a) Vizsgaljuk az eréket és a kormozgas dinamikai feltételét a tetdponton! Mivel a fonal a legfels6 ponton

felfelé mutat6 (tartd)er6t nem tud kifejteni, legalabb akkora kezddsebesség kell, hogy a centripetalis erének
legalabb mg-nek kell lennie. Ebb6l adodik a fenti minimalis sebesség. Majd abbol a lenti kezddsebesség.



b) A meglazulaskori dinamikai feltételbdl adodik a sebesség. Ebbdl pedig az inditasi sebesség.

c) A meglazulas pillanata utan ferde hajitas lesz. Keressiik ennek a legnagyobb magassagat! (A meglazulaskori
W sebesség és annak fliggéleges w/2 komponense szdmolhatd. Ebbdl adodik az emelkedési id6. Végul a
fiiggbleges emelkedés a parabolapalyan). A parabolapalya emelkedési magassaga hozzajon a
meglazulaskori magassaghoz.

d) Szamoljunk paraméteresen!

.34) Az m tomegii inga merev radjanak hossza r (a rid témege elhanyagolhat6). Az
ingat oo helyzetbdl inditjuk.
a) Mely helyzetben fog a rud mg/2 erét kifejteni, ha legfeliilrdl (ao= 0°) inditjuk? /

(33,6° és 60,0°) i
b) Mekkora eré nyomja, illetve hiizza az inga radjat az a sz6ghoz tartozo
helyzetben, ha az ingat oo helyzetbdl inditjuk? [ T = mg(3cosa-2cosan ) ] \

Az adott helyzetben a sebességet a mechanikai energiamegmaradas tételébol kapjuk:

v2=2rg(coSa-CoS o)

Majd a kérmozgas dinamika feltételét irjuk fel sugarironyban a haté két erére: mgcosa-T=mv?/r. Es most T= +mg/2
vagy —mg/2.

.35) Két R = 0,5 m hosszu fonalingat kozés pontban felfiiggesztiink. A 0,1 kg tomegii ingét vizszintes helyzetig
kitéritjiik. Legalabb mekkora kezddsebességgel kell elinditani, hogy a masik 0,2 kg tdmegill ingaval teljesen
rugalmatlanul Gtkdzve, mindketten a teljes R sugaru, fiiggéleges sikt kort irjak le? (14,66 m/s)

Tobb egymast kovetd 1épésben kovethetjiikk a mozgast (esetleg érdemes hatulrdl el6refelé haladni):
e A v, kezdbésebesség és a lenti, iitkozés el6tti v, sebesség 0sszefliggését a mechanikai en. megmaradas adja meg.
e A v; sebesség a lenduletmegmaradassal hatarozza meg az (itk6zés utani kdzos vi sebességet.
e A visebességbdl fent vs sebesség lesz a mechanikai energiamegmaradas miatt.
e A fenti v; sebességre egy minimum értéket kapunk a kormozgas dinamikai feltételébdl amiatt, hogy a fonal nem
tud tartani, csak hazni.

.36) Két, egyenkeént 0,05 kg tomegi kis golyot 60 cm hosszd fonal kot 6ssze. Az azonos magassagban egymastol
60 cm-re levo golyokat egyszerre elengedjiik. 50 cm esés utan a fonal kbzepe egy szogon fennakad, majd a két golyo
Osszeutkozik.

a) Mekkora a golydk legnagyobb sebessége? (4,00 m/s)

b) Mekkora a szogre hato legnagyobb erd? (6,33N)

a) A mechanikai energia megmarad, mert a kotéler6k a golyok sebességére meréleges er6t fejtenek ki, munkat
nem végeznek. A legnagyobb sebesség igy legalul van.

b) A kotelek, a lefelé haladd, egyre nagyobb sebességii golyok szamara a nehézségi eré egyre névekvo
komponensével egyiitt biztositjak az egyre nagyobb centripetalis erét. Igy a szognél hatd kotélerok
folyamatosan nének, bezart szogiik pedig egyre csokken. igy eredéjiik, a legalso helyzetben a legnagyobb.

.37) Egy 30°-os hajlasszogii lejto sikjaban egy 5 kg tomegii, pontszertinek tekinthetd test
korpalyan mozog. A testet a korpalyan a kdzéppontban rogzitett 2 m hosszu zsineg tartja.
A korpalya legfelsé A pontjan a zsineget 200 N er6 fesziti.
a) Mekkora a test sebessége az A pontban? (9,49 m/s)
b) Az AB iven a palya legalsé B pontjaig haladva a surlédasi munka nagysaga 95 J.
Mekkora er6 fesziti a zsineget a B pontban? (255N)
c) Mekkora a surlodasi egyutthatd? (0,349)

a) A testre hatd er6ket 3 komponensre bontjuk: a lejtére merdlegesen mgcosa €s a vele egyensulyt tarto T
tartoerd. IQy a lejtd sikjaban, érintd irdnyba mutatéd surlodasi erd is szamolhato. Sugariranyban mgsine és a
kotélerd egyiitt adjak a centripetalis erot.

b) A munkatétel adja meg a B pontbeli sebességet (Figyeljunk a strlédasi munka eldjelére!).



38)

b)

c)

d)
e)

9)

h)

b)

A strlodasi er6 nagysaga allando, mert T €s igy mgcos« is az.

Az R = 8 m sugaru, fliggbleges, sUrlédasmentes korpalya legmélyebb pontjarol |
legalabb mekkora sebességgel inditsunk egy kis targyat, hogy ez a kor

belsejében korilfusson? (vo = 20 m/s) 0
A korpalya tetejét eltavolitjuk, hogy egy fliggdleges tengelyre szimmetrikus

csonka korpalya maradjon. Szeretnénk, hogy az elébbi sebességgel legalulrol

inditott test a csonka palyan végighaladjon, majd a levegdben repiilve a csonka

korpalya masik végénéhez érkezve, azon folytassa mozgasat. A kérpalya -
ivének mekkora részeét kell eltavolitanunk? (harmadat)

Adjuk meg paraméteresen, hogy mekkora az elvehet6 koriv felének kozépponti sz6ge, ha az inditas

2
sebessege Vo? (cosrp =0,25(1—2+VAZ—41—4),ahol A = ;—g)

Lehet-e, hogy alkalmas kezdésebesség esetén a teljes koriv negyede hidnyozzon? (igen)

Minden félkorivnél nagyobb csonka korpalya esetén is megval6sithatd-e alkalmas kezd6sebesség mellett a
kivant mozgas? (igen)

Vo, = 19,80 m/s-0s kezddsebesség esetén mekkora rész hianyozhat a palyabol? (Két palya is lehetséges!
@ =27, 65° és ¢ = 55,63°)

Barmely kezdésebesség esetén is 1étezik-e alkalmas szogii korpalya a kivant mozgashoz? (Nem, ennek
v, = 19,65 m/s apontos feltétele).

2
Mutassuk be az also v, kezd6sebesség altal meghatarozott A = ;—; szam és az ehhez tartozo, a hianyos

korpalya alakjat meghatarozo6 cos¢ érték kapcsolatat: Vazoljuk a koordinata-rendszeben a lehetséges cos¢
értékek fliggvényében a A értékét. Majd ennek alapjan valaszoljuk meg, hogy egy lehetséges palyaalak
hanyféle kezddésebességel valosithatdo meg, illetve a kezddsebességet tetszélegesen valasztva, hany
lehetséges palya valésulhat meg.

A szokott modon, a mechanikai energia megmarad, felll pedig a kdrmozgas dinamikai feltétele teljesul.

A lent v, kezd6sebességgel inditott test a csonka palyarol valo lerepiiléskor mar csak v sebességgel
rendelkezik. (A mechanikai energia megmaradasa miatt v2 = v2 — 2Rg (1 + cos¢), ahol ¢ jel6li a hianyzo
palyarész félnyilasszogét.)

Ezutan v sebességli, ¢ szogii ferde hajitas jon létre, a parabolapalya tetOpontja az elvart szimmetrikus
mozgas miatt a csonka korpalya szimmetriatengelyén van.

fgy az emelkedési id6n alatt (vsing/g) a test vcosep sebességel vizszintesen Rsing utat kell, hogy

2
megtegyen. Ebbdl 0 = sing (”; cosp — R) adodik. Eltekintve a nem csonkitott korpalyahoz tartozo,

trivialis ¢ = 0 megoldastdl. v2cos@ = Rg lesz a szimmetrikus mozgas feltétele.
[Most a csonka korpalyan teljesen végig haladni a test, mert a nem csonkitotton és végighaladt.]

Osszegezve: az also sebesség és a szimmetrikus palya alakjat meghatarozé ¢ szo kapcsolata:
[vZ — 2Rg(1 + cos¢)|cose = Rg. Ebbdl ve=20 m/s esetén adodé méasodfokuegyenlet megoldésai
cosp-re 1 és %, azaz ¢ = 0° és ¢ = 60°.

Az altaldnos megoldéasa (tetszoleges v, esetén) is a fenti egyenletbdl adodik.
2
Hasznalvaa A = ;—; jelolést, az egyenlet 2cos?¢@ + (2 — A)cosp + 1 = 0. ™

Megoldhatésdgéhoz 1 > 2 + /2 = 2,828 sziikséges.
A megoldas: cosp = 0,25(1 — 2 £ VA2 — 41— 4)

Nem szabad azonban megfelejtkezni arrél, hogy a csonka korpalya felsé részén is teljesen végig is kell

2
haladnia, azaz még a felsé peremnél sem lehet a nyomoéerd negativ. Ehhez UZ > Rcos¢ szukséges, azaz

v2—2Rg(1+cosg)

5 > Rcosg. Ebbdl a v2 > Rg(2 + 3cosg), azaz A > 2 + 3cosg is sziikséges. (**)



d)

e)

9)

Lehet-e ¢ = 45°? Ekkor vo= 19,65 m/s lesz

Igen, ugyanis [vZ — 2Rg(1 + cos@)]cosp = Rg feltétel atrendezésével vZ-re pozitiv szam adodik barmely
@ € (0°;90°) esetén.

A =4,9005

A kérdés az, hogy a cosp = 0,25()1 — 2 VA2 — 42 — 4) képlet minden v,, azaz minden A esetén ad-e 0
és 1 kdzotti megoldast cose-re.

A test a kzéppont magassaga folé pontosan A >2 esetén jut.

A gyokijel alatt pontosan A > 2 ++/8 esetén nem 4ll negativ szam (ekkor az el6z6 feltétel is
automatikusan teljesiil). Kénnyen belathato, hogy keletkezd két (esetleg egybeesd) gydk mindegyike
pozitiv, szorzatuk pedig ¥2. Az egyik szigoran monoton névé, a masik szig, mon csékkend fiiggvénye 1-nak.
A lehetséges legkisebb A = 2 ++/8 -ra egybeesnek, A = 5 setén pedig a csokkend gydk éppen 0 lenne.

Tehat A = 2 ++/8 (azaz v, = 19,65 m/s ) -ra csak egy db kérpalya lehetséges (¢ = 45°), majd
novelve A értékét A=5-ig, s vele v, értékét vo =20 m/s-ig, minden sebességhez két kérpalya is lehetséges.
majd v, =20 m/s felett csak egyetlen kdrpalya lehetséges minden sebességhez.

h) A (*) és (**) egyenleteknek megfelel6 grafikonok:

I :’?‘ _
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A

—h=

f(x) = 2—|—2x2—i—$

g(x) = 2+3x
|

> cos¢

A végigfutasi kényszernek (**) az felel meg, hogy az egyenes ,,f616tt” helyezkedjen el a masik grafikon.
Lathato, hogy adott palyaalakhoz mindig pontosan egy kezddsebesség tartozik.

o Tl kicsi sebesség esetén nincs alkalmas palya. A lehetséges minimalis kezddsebessséghez A = 2 +
V2 = 2,828 érték tartozik, amihez csak egyetlen, ¢ = 45°-0s csonka palya tartozik.

o Novelve a kezdGsebességet, 2,828 < 1 < 5 esetén ket lehetséges palya is van,

o migennél is nagyobb 5< 4 kezddsebességii értékekre megint csak egyféle palya, mely egyre
kdzelebb kerdil a félgémb alakhoz (¢ tart a 90°-hoz)



.39) Egy vizszintes asztalon 1évé 0,05 kg tomegii test két, kezdetben nyujtatlan N

rugéhoz kapcsolddik az &bra szerint, melyek rugééllandéja 0,5 N/m és 1 N/m. A Dy=Cam ]
testet 5,1 cm-rel balra hiizzuk, majd elengedjuk. PRL L LLLLL.
a) Mennyi a test sebessége a 2 cm-rel balra az egyensulyi helyzett61? (0,250
m/s)
b) Hany szazalékkal lenne kisebb a test sebessége ugyanitt, ha a csuszasi surlédasi egyutthatd 0,006 lenne? (-
2,7%)
c) Hanyszor halad at a test az egyensulyi helyzetén, és végil hol all meg 0,006-0s tapadasi és csuszasi surlodasi
egylitthato esetén? (12-sz0r; 3 mm-re balra az egyensilyi helyzettdl)
a) A mechanikai energia megmarad.
b) Munkatétel. (A mechanikai energiat csokkenti a surlédas negativ munkavegzése.)
c) Két egymast kovetd szEls6 allapot kozott a munkatételt felirva, adodik, hogy a sz€ls6 helyzetek egyensulyi

helyzettd] mért tavolsagai minden 1épésben ugyanannyival csokkennek: 2,mg/(D:+D,) = 4 mm -rel.

Minden sz¢ls6 helyzetbdl a megindulas akkor lehetséges, ha a tapadasi surlodasi erénél nagyobb a rugderd, azaz
X > 2umg/(D1+D2) = 2 mm.
[A feladatbeli két rugo egyuttese helyettesitheté lenne egyetlen D;+D- rugéallandoju rugdval is!]

.40) Az | =1 m hossz(, egyenletes témegeloszlast kotelet a vézlat szerint az
asztalra helyezziik, olyan xo hosszisagu lel6gé résszel, hogy a kétél éppen a | n Ix ”
lecsUszas hatarhelyzetében legyen. Az asztal és a kotél kozott a tapadasi és 1

surlodasi egydtthat6 0,2. A kotél teljesen hajlékony. Az asztal éle sikos, ott nem

ébred surlddasi erd.

a)
b)

c)
d)

a)
b)

d)

Mekkora az xo kotélhossz? (0,167m)

Ha a kotél az e€l6z6 helyzetbdl lecsuszik, mekkora lesz a sebessége az asztal elhagyasanak pillanataban?
Tételezzik fel, hogy ekkor a kotél teljes hosszaban fiiggbleges helyzetii és sebességii. (2,89 m/s)

Ha a kotél sebessége egy masik asztalon 3,00 m/s lett, akkor mennyi volt ott a strlddasi egyutthato? (1/9)
Milyen hatarok kdzétt valtozhat a kétél sebessége az asztal elhagyasakor? (0 m/s és 3,16 m/s]

A maximalis tapadasi surlodasi er6 tart egyenstlyt a 1lelogo részre hatd nehézségi erével. x, = ﬁl = é.
Alkalmazzunk munkatételt! A nehézségi er6 munkaja a két kotélrészre kiilon-kilon kdnnyen szamolhatd: Az ol
hosszu fiiggbleges darab (1-a)l -nyit mozdul lejjebb, mig az asztalon 1évé (1-a)l hosszu rész témegkdzéppontja
(1-a)/2*I-lel kerll lejjebb. A csuszasi stirlodasi eré nagysaga az asztalon 1év6 pillanatnyi hosszal aranyos, ezért
negativ munkajat a minimalis és maximalis érték atlagaval szamolhatjuk. v?= 5/6* Ig.

Paraméteresen kell végigszamolni az el6z6 kérdést! A kezdetben lelégd részarényﬁ.

A munkatételbsl v2 = -2- adédik.
1+u

Mivel u barmilyen pozitiv szam lehet, ezért v2 értéke gl és 0 kozott barmekkora lehet. érdemes végiggondolni a
két szélsdséges esetben a mozgas lefolyasat!

A1) Vizzel toltétt, rogzitett 20 cm® térfogata fecskend belsd keresztmetszete 4 cm?. A fecskendét fliggélegesen
felfelé iranyitva és 100 g tomegii dugattytjat allandd sebességgel tolva, kinyomjuk beldle a vizet. A viz 1 mm?

keresztmetszetli nyilason at 2 ? sebességgel tor a magasba. A strlodasi energiaveszteségtol tekintsiik el!

a) Mekkora sebességgel toljuk a dugattyut! (5 mm/s)
b) Osszesen mennyi munkat végeztiink? (95 mJ)

c) Hatarozzuk meg a dugattyura kifejtett er6t az id6 fuggvényében és abrazoljuk! (ZN -0,02 g t)

a) Az emelkedd als6 dugattya At id6 alatt a fecskendé aljanal egy A: alapteriileti, viAt magassagd hengerb6l

tavolitja el a vizet, melynek térfogata egy AiviAt. A fecskendé tetején, hasonloan tavozik AxvoAt térfogatnyi viz.
A viz 6sszenyomhatatlan, ezért ezek egyenlék. (Av= allandd: kontinuitési egyenlet)



b) A teljes folyamat alatt a munkatétel szerint a végzett munkank 3 dologra forditodik:
1) A dugattyl helyzeti energidja né (cm elmozdulas soran): 50 mJ;
i) a viztdmeg helyzeti energiaja n6 (tdmegkozéppontja 2,5 cm-rel): 5 mJ;
i) A viztdbmeg mozgasi energiat nyer: 40 mJ.

c) A vizoszlop kezdeti hossza 5 cm, mely 10 s alatt 0-ra csokken, igy hossza h(t) = 0,05m (1 - L) :

10s

A t id6pillanattal kezd6dé Kicsi At id6tartam alatt az el6z6ekez hasonldan 3 energiavaltozas zajlik, melyet a
tolderé munkaja biztosit:

) A dugattyl helyzeti energidja n6: Mgvi4t;

i) a viztdmeg felfelé mozdul el ugy, hogy a dugattyl altal At alatt alulrél kisoport viz ,.eltiinik”, mik6zben fent,
h(t)-vel magasabban ,,megjelenik” a vele egyenld térfogatl és tomegii vizmennyiség. Ezzel a vizoszlop helyzeti
energiaja nd: (AviAtp)gh(t);

iii) A fent emlitett, fent vizmennyiség mozgési energiahoz jut: % (A v Atp)va.

Ezek 0sszege a toloerd altal viAt (ton végzett AW=F(v14t) munka, mik6zben az erd allandonak tekinthetd, hiszen
At kicsi.

Ebbdl F= Mg + A,pgh(t) + %Alpvg = 2N — 0,02§t. (Az er6 harom dolgot okoz: tartja a dugattyut, tartja

az aktualis vizoszlopot, és gyorsitja az a kispriccel6 vizet.)

42) Egy a=45°-0s lejtd A pontja felett ho= 5 cm magasbdl leejtiink egy kis golyét. A golyé
A-ban, majd B-ben teljesen rugalmasan Utkozik.

a)
b)

c)
d)
€)

f)

a)
b)

c)

f)

Mekkora sebességgel érkezik a golyd A-ba? (1 m/s)

Mekkora sebességgel érkezik a golyé B-be? (2,24 m/s)

Mekkora az AB tavolsag? (0,283 m)

Valtoztassuk a kezdeti h, magassagot és a lejté a hajlasszogét. Legfeljebb mekkora
B-pontbeli sebesség érhetd el ezaltal? (vge[vy; 3v,4) )

Allitsunk egy h, magassagn fliggoleges palcat az o hajlasszogii lejtore, és nézziik meg, mekkora a lejtore
ejtett merdleges vetiilete. Eppen az AB tavolsag 8-szorosa lesz. Vajon miért?

Mutassuk meg, hogy a szomszédos lepattanasi helyek kozotti tavolsagok tetszdleges ho €S « lejtészog esetén
is Ugy aranylanak egymashoz, mint a természetes szamok 1-t6l kezd6déen: 1:2:3:5:....

v, = +/2gh a mechanikai energia megmaradasa szerint.

Az Utkozés kezeléséhez, a sebességet lejtével parhuzamos és arra merdleges komponensekre bontjuk. (A
rugalmas iitkozéskor a merdleges sebességkomponens csak elGjelet valt, a vizszintes komponens nem
valtozik. Ezutan ferde hajitas lejto felett! De van egy jobb otlet is:

A nehézségi gyorsulast is két komponensre bontjuk: A lejtére merdlegesen gCOS« gyorsulds okozza a lejtore
merdleges ,,pattogast”, mig a lejtd menti gSina gyorsuldskomponens a mar meglévd lejtd menti Vox=vasina
kezdésebességet ndveli két szomszédos pattanas kozott. Végil vy = v,4V/5.

A lejtd menti gyorsulé mozgas kezdSsebessége és gyorsulasa adott. AB = 4+/2h,

A fenti gondolatmenet szerint paraméteresen szamolunk. az A-beli, iitkdzés utani, lejtére mer6dleges
sebességkomponens megegyezik a B-beli ilyen irdnyl sebességkomponenssel, mig a lejté menti sebesség a
gyorsulas miatt haromszorosara nd. Végiil vg = v44/(1 + 8sin? <) = ,/2gh(1 + 8 sin? «). Azonban az
ezt levezet6 gondolatmenet nem érvényes <= 90° esetén, ezért a 3v, sebesség mar nem érhetd el.

Erdemes meggondolni, hogy a levezetés miért nem érvényes ebben a trivialis esetben!

Paraméteresen: AB = 8h,sin « és a palca merSleges vetiilete a lejtén h,sin <.

A lepattanasok kozoétt mindig azonos % id6 telik el, mialatt az egyes pattanasok kozott a lejtdmenti

sebesség mindig ugyanannyival, 2v,sina = 2v,,-lal nd, a legelsé pattanasnal pedig v,, Vvolt. A
szomszédos pattanasi helyeknél vy, 3v,x, 5Upx,..... Igy a szakaszokon az atlagsebességek ardnya éppen
2:4:6:....



.43) Az 50 kg tomegii test surlddasmentesen mozoghat egy fiiggbleges ridon. A testet egy
terheletlen &llapotban 60 cm hosszu rugd kéti az abra szerinti csukléhoz. A rugo vizszintes
helyzetben 1 m hosszu.
a) Mekkora a rugdallandd, ha az egyensulyi helyzetben a = 30°? (1803 N/m)
b) A testet felcsUsztatjuk a radon a rugd vizszintes helyzetéig, majd elengedjuk.
Mekkora sebességgel halad at a test a 30°-0s helyzetben? (2,49 m/s)

a) A rugoberd fiiggdleges komponense tart egyensulyt a nehézségi erdvel.
b) A mechanikai energia megmarad (helyzeti, rugalmas, mozgasi)..

44) Egy M tomegii testhez 1 m hosszi fonalat és nyugalmi helyzetben 1 m hosszd - e
rugét kapcsolunk. A rugé és a fonal szabad végeit azonos szinten, egymastél 2 m e @ y
tavolsagban rogzitjik, majd a testet a rugd nyljtatlan helyzetében elengedjik. A test M
legnagyobb sullyedési mélysége 0,5 m. A rugdallandé 175 N/m. .

a) Mekkora gyorsulassal kezdi mozgasat az elengedett test? ()

b) Mekkora a test tomege? (1,00 kg)

c) Mekkora a test gyorsulésa a legmélyebb pontban? (25,1 m/s?)

a) Kezdetben csak a nehézségi erd hat.

b) A helyzeti energia csokkenése rugalmas energiava alakul. A geometriabol elobb a rugd megnyulasat kell
kiszamolni (0,239 m).

€) A test kényszerpalyan mozog: csak a fonalra mer6legesen képes elmozdulni. A nehézségi- és a rugderének
az ilyen irdnyl komponenseit kell 6sszegezni, ez okozza a gyorsulast. A rugoerd €s a kotélerod fiiggdlegessel
bezart sz6gei, majd ezekbdl az emlitett irannyal bezart szogeit a geometriabol szamithatjuk.

.45) A lejton levé 2 kg tomegil testet egy rugd koti dssze az O ponttal. A rugd hossza

terheletlen allapotban 4 m és 14N erével nyujthatdo meg 1 m-rel. A surlodastol

eltekinthetiink. A testet elenged;jiik a fels6 helyzetbdl. E
a) Mekkora gyorsulassal indul el? (14,4 m/s?) 3
b) Mennyi a test sebessége a lejt6 kdzepén? (9,00 m/s) 0 gm

a) A lejtével parhuzamos er6komponensek okozzak a gyorsulast.
b) Mechanikai energiamegmaradas. A rugohossz a Thalesz-tétel megforditasabol szamolhato.

2k
46) Az R=2 m atméréjii félgomb alaku csésze szélén fonalat vetiink at. A fonal kivil ;
hosszan lelogo végéhez m=1 kg tomegii, a bels6 oldalra atlogod végéhez M=2 kg tomegii testet
erdsitlink. Surlodas nincs.
a) Az M tomegii testet a csésze szélérél engedjiik el. Melyik az a legtavolabbi
helyzet, ameddig eljut a csészében, ha feltételezziik, hogy a fonal addig nem lazul
meg? (A félkoriv kétharmadaig )
b) Milyen helyzetben van egyenstlyban a rendszer? [Hasznaljuk a cos2¢ = 2cos?¢@ — 1) azonossagot. ]
(65,1°a esészében 1évé fonal kdzépponti szoge)
c) Jeldlje ¢ a csészében 1évo fonalhossz kdzépponti szogének felét. Adjuk meg a ¢ = 30°-0s esethez tartoz
helyzetben a testek sebességeit. (V=2,307 m/s; v=1,998 m/s)

d) Hatarozzuk meg paraméteresen a @szoghoz tartozo, a csészében 1évo x fondlhossz, illetve az M és m
4Rgsinp(Mcosp—m) 172 __ 4Rgsing(Mcosp—m)
mcos2p+M - mcos2p+M
e) *Vizsgaljuk meg Excel tablazatot hasznalva, hogy jogos volt-e feltételezni, hogy a fonal nem lazul meg az

M tomegii legszéls6é helyzetéig, illetve mennyi ideig tarthat eljutni a legszélsé helyzetig. (1,463 )

tomegii testek V és v sebességeit. (x = 2Rsing, V? = cos’)

.a) A kotéler6k a meg nem lazul6 fonal végeinél ugyan munkat végeznek, de egyenléek, és ,,ellentétes” iranyuk
miatt 6sszmunkajuk 0.



A tobbi er6 is konzervativ igy a mechanikai energia megmarad. [A két

sz€Is6 helyzetben nincs mozgasi energia, igy a helyzeti energiak
egyenldek: Ezért ha a kis test x tAvolsaggal emelkedik, akkor a nagy
test m/M*x=x/2 mélységbe sillyed, mikdzben a csészében a fonal
hossza x. Nevezetes derékszogli haromszog: a befog6 fele az
atfogdnak.]

b) A csészében 1évo fonal kozépponti szogének felét
hasznélva a rendszer allapotanak megadasara, az abra szerint T, K, Mg
erék hatnak. A szogeket a geometria szolgaltatja.

A csésze helyi érint6jének iranyaba mutatd komponenseknek kell egyensulyt tartania. Ekozben a kis test is
egyensulyban van. 2cos2¢ = cosg egyenlet adodik. ¢ = 32,53°.

- d) Az energiamegmaradast felirva, abban v és V kdzétt kapcsolatot teremt a ¢ sz6g. Am kozéttiik van egy
kényszerfeltétel is, ami azt fejezi ki, hogy a fonal hossza nem valtozik: a kinti és benti test elmozdulasa
fonalirdanyban minden pillanatban azonos, igy a fonaliranyd sebességiik is: Vcose = v, mert a fonal az
érintével ¢ szoget zar be a geometria szerint.

S6t megegyezik a fonaliranya gyorsulasuk is. Felirva a benti test ebbdl szamolhato a kétélerd.

A ¢ szOget 0° és 90° kdzott nagyon kicsi 1épésekben valtoztatva, Excel tablazattal minden szdgértékhez
szamoltassuk ki a csészében 1év6 x fondlhosszat, illetve a testek v és V sebességeit, a benti test Acp
centripetalis gyorsulasat, tovabba a ket test altal megtett utat. Kiszamithatdak a benti test koordinatai, pl. a
kdzéppontba helyezett X-Y koordinata-rendszerben.

Ezutan a szomszédos, kdzeli szogértek kdzott a mozgast egyenletesen gyorsuld mozgassal kdzelitve,
szamoljuk ki a kozben eltelt id6t. (Ha nem tdl nagy ¢ —Iépésekben haladunk, mindkét sebességbdl szamitott
id6 szinte teljesen azonos lesz). Ismerve az id6ket, a benti test érint6 iranyt A¢ €s a Kinti test a gyorsulasa is
szamithato.

A két testre a dinamika alaptorvényeit felirva (bent sugar és érintéirany, kint fiigg6leges irany) a kotél- €s a
tartoerékre ez adodik: Mgcos2¢ — Kcosqp = MA illetve T — Mgsin2¢ = MA,. Ezekbol K és T is
szamolhato Excellel minden felvett szogértékhez.

0
9E-04
0,002
0,003
0,003
0,004
0,005
0,006
0,007
0,008

1,043
1,044
1,045
1,045
1,046
1,047
1,048

0 0 0 0 0 0 0 0
0,002 0,002 0,1 0,002 0,108 0,108 0,012 0,032 0,032 3,333 3,333 |13,33|0,058
0,003 0,003 0,2 0,003 0,153 0,153 0,023 0,013 0,046 3,333 3,333 |13,33|0,116
0,005 0,005 0,3 0,005 0,187 0,187 0,035 0,01 0,056 3,333 3,333|13,33|0,175
0,007 0,007 0,4 0,007 0,216 0,216 0,047 0,009 0,065 3,333 3,333 (13,33|0,233
0,009 0,009 0,5 0,009 0,241 0,241 0,058 0,008 0,072 3,333 3,333|13,33|0,291
0,01 0,01 0,6 0,01 0,264 0,264 0,07 0,007 0,079 3,333 3,333 |13,33|0,349
0,012 0,012 0,7 0,012 0,285 0,285 0,081 0,006 0,086 3,333 3,333 |13,33|0,407
0,014 0,014 0,8 0,014 0,305 0,305 0,093 0,006 0,092 3,333 3,333|13,33|0,465
0,016 0,016 0,9 0,016 0,324 0,324 0,105 0,006 0,097 3,332 3,333 |13,33|0,524

a tblazat vége:

1,728 2,086 119,5 2,086 0,171 0,34 0,116 0,005 1,412 -3,38 -6,59 6,6 | 17,64
1,729 2,087 119,6 2,087 0,153 0,304 0,093 0,005 1,418 -3,37 -6,6/| 6,607 | 17,58
1,729 2,089 119,7 2,089 0,132 0,264 0,07 0,006 1,424 -3,36 -6,62]|6,615| 17,51

1,73 2,091 119,8 2,091 0,108 0,216 0,046 0,007 1,431 -3,35 -6,63| 6,623 | 17,45

1,731 2,093 119,9 2,093 0,076 0,152 0,023 0,009 1,44 -3,34 -6,65]| 6,631| 17,38
1,732 2,094 120| 2,094 5E-07 9E-07 O9E-13 0,023 | 1,463 | -3,34 -6,66| 6,648 | 17,32
1,733 2,096 120,1 | 2,096 #H### HHHAH HEHEH HEHEE HEHEE HESHE HESHE HEEHE BHEEH




A

tablazatbol jol latszik, hogy a sz€ls6 helyzet ¢ = 60°-nél, azaz <= 120°-0s kdzépponti szognél van, itt a

testek sebességei gyakorlatilag O-ra csokkennek. A kezdettdl eltel id6 1,463 s.

A

fonal addig marad feszes, amig K értéke negativva nem valik, illetve a benti test addig nem emelkedik fel,

amig a T tartoeré nem lesz negativ. Lathato, hogy ez a sz¢ls6 helyzetig végig fennall.
Innentdl a tiblazat mar nem lesz érvényes, hiszen az alapjan késziilt, hogy a fonal feszes marad.

.47) Vizszintes lapon levd, 6 kg tomegii ladahoz hosszu fonalat erdsitiink, és a - %
csigan atvetett fonal végére 1,5 kg tomegl testet akasztunk. A 1,5 kg tomegi test L
fliggbleges sikti 2 m sugar( kérpalyan sarlddas nélkil mozog. A lada és az asztal
kozott p=0,2.
a) Mekkora gyorsulassal indul a lada? (0,4 m/s?)
b) Mekkora a fonaler$ az indulas pillanataban? (14,4 N)
c) Mekkora ut megtétele utan all meg a lada, ha feltételezziik, hogy a lada megallasaig a fonal végig feszes
marad? (2,40 m)
d) *Ellenérizziik Excel tablazatot hasznalva, hogy nem lazul-e meg a fonal a lada megallasaig, illetve mennyi
ideig tart a mozgas. (4,476 s)
e) Mekkora a lada legnagyobb sebessége a mozgas soran, és mekkora aton éri el ezt? (0,863 m/s; 1,394 m)
a) Kezdetben az m+M témegii rendszert mg-#Mg P
gyorsitja. €
R 0 --—-0
b) A Kkotéler6 gyorsit, a surlodasi eré lassit, a 2e x /)
gyorsulas ismert. 4
cp> h /"
Ay @
€) Munkatétel. A surlodasi erd és a nehézségi erd .&';; i
végeznek munkat. 4
d) Paraméterezziink a csészében 1évé fonal kicsi Vi

0,638
0,639

0,64
0,641
0,641
0,642

lépésekben valtoztatott fel-kozépponti szbgére,

mert ez a geometriat teljesen meghatarozza.

A sebességek kozott a munkatétel ad kapcsolatot, de a fonalirdanyl sebességek megegyezése egy masik
kényszert jelent a sebességek kozott. igy a sebességeket a szog fuggvényében kiszamoljuk, a képletet

hivatkozassal a tablazatba irjuk; V2 = 2RgsneMcoso-um) . _ Rgsing(Mcosp—um)
’ mcos2@+M mcos2@+M

cos?q. Az x fonalhossz
és a Acp is szamithato.

Ezutan a szomszédos, kdzeli szogérték kdzott a mozgast egyenletesen gyorsuld mozgassal kdzelitve,
szamoljuk ki a kdzben eltelt id6t. A benti test érintd iranyt As €s a Kinti test a gyorsulésa is szamithato.

A dinamika alaptorvényeit felirva (bent sugar és érintGirany, kint vizszintes irdny) a kotél- és a tartoerékre
ez adodik: Mgcos2¢p — Kcosp = MAg illetve T — Mgsin2¢p = MA.,. Ezekbol K és T is szamolhato .

2,382 1,276 73,1 2,552 0,1693 0,211 0,022 0,016 4,318 -0,79 -0,97 7,25 14,39
2,385 1,278 73,2 2,555 0,1556 0,194 0,019 0,017 4,335 -0,79 -0,98 7,23 14,39
2,388 1,279 73,3 2,559 0,1405 0,175 0,015 0,019 4,354 -08 -0,98 7,21 14,39
2,391 1,281 73,4 2,562 0,1236 0,154 0,012 0,021 4,375 -08 -0,99 7,2 14,39
2,393 1,283 73,5 2,566 10,1039 0,13 0,008 0,025 44 -0,8 -1 7,18 14,39
2,396 1,285 73,6 2,569 10,0794 0,099 0,005 0,031 4,43 -08 -1 716 144

0,643

2,399|1,286 73,7 2,573| 0,0424] 0,053 0,001 0,046|4,476| -081 -1,01]7,15| 144

0,644

2,402 11,288 73,8 2,576 HSZAM| #itHHE HHHHE B HEEHE HHHHE HHHEE HHEE HHEEE



e) A lada gyorsulasa kezdetben pozitiv, kés6bb negativ. 0-nal legnagyobb a sebesség:

0,353 1,381 0,705 40,4 1,41 08631 0,92 0,423 0,004 2,727 0,007 0,085 12 10,36
0,353 1,384 0,707 40,5 1,414 0,8631 0,92 0,423 0,004 2,731 0,005 0,083 12 10,38
0,354 1,388 0,709 40,6 1,417( 0,8632| 0,92 0,423 0,004 2,735 0,003 0,082 12 104
0,355 1,391 0,71 40,7 1,421 0,8632(0,921 0,424 0,004 2,739 0,001 0,08 12 10,42
0,356 1,394 0,712 40,8 1,424 0,8632 (0,921 0,424 0,004 2,743 -010,078 12 10,44
0,357 1,398 0,714 40,9 1,428 10,8631 0,921 0,424 0,004 2,746 -010,076 12 10,46
0,358 1,401 0,716 41 1,431 0,8631 0,921 0,425 0,004 2,75 -010,075 12 10,48
0,359 1,404 0,717 41,1 1,435 0,8631 0,922 0,425 0,004 2,754 -0,01 0,073 12 10,5

0,36 1,407 0,719 41,2 1,438 0,8631 0,922 0,425 0,004 2,758 -0,01 0,071 11,9 10,52

A lada legnagyobb sebessége 40,8°-nal a legnagyobb. A K és T értéke végig pozitiv, azaz a kotél nem lazul meg és a
teset a csészében nem emelkedik fel.

48) Az A és B pontok kozétt kétél 16g. A kotélre sirlddasmentesen mozg6 csigaval ] 21m B
terhet akasztunk. A csigat az A pont alatt 5,2 m mélyen a falhoz szoritva tartjuk, majd i
elengedjik. £
a) A kiindulasi helyt6l milyen mélyen lesz a csiga egyensulyi helyzetben? (1,8 m) ©
b) Mennyi lesz a mozgas folyaman a csiga legnagyobb sebessége? (6 m/s) 11a
c) Milyen hosszu lesz a bal kétélszar, amikor az elengedett csiga éppen megfordul? § : i
(16,7 m)

a) A fizika a problémaban: Az csiga egyensulyi helyzetében a csiga tengelyére hatd
forgatonyomatékok egyensulya miatt - tekintve az egyenld karokat - a kotélerdk
egyenléek a két oldalon. Emiatt a csigara haté harom egymas utan fizott erd zart
vektorharomszoge egyenldszaru. fgy a kotélerdk a fiiggdlegessel azonos szoget zarnak
be.

Innentél mar csupa geometria: A kotél hossza szamolhato a kezdeti helyzetbdl: 29 m. Az
egyenld szogeket és a teljes kotélhosszat gy hasznalhatjuk fel, hogy a csigan atmend
""""""" ] vizszintes egyenesre az egyik kotelet tengelyesen tukrdzziik (az abra szerint). Ekkor egy
derékszogii haromszog keletkezik 21 m, 29 m és 2y+6 m oldalakkal.

&m

o

b) A mechanikai energia megmarad. Az egyebsulyi helyzetben lesz a csiga legalacsonyabban, igy a helyzeti
energiabol ekkor keletkezik a legnagyobb mozgasi energia.

c) A fizika: A kiindulasi szinttel azonos magassagban lesz a megfordulas helye.
A geometria: Két Pitagorasz-tétel adja a két kétélhosszat, melyek ¢sszege 29 m.
A kapott gyokos egyenletet két négyzetreemeléssel konnyen megoldhatjuk, ha kezdetben
az egyik gyokjelet atvissziik a tuloldalra, a konstans mellé.

6m

52m

Gravitacios energia

[A Fold témege 5,97*10% kg, sugara 6370 km;

A Hold tdmege 7,35*10% kg, sugara 1740 km, tavolsaga a Foldtsl: 384.000 km;

A Nap tomege 1,98*10% kg, sugara 696.000 km, tavolsaga a Foldtsl: 150 millié km,
A Fold forgési periodusideje 24,0 ora]

.49) A Holdkozéppontjéahoz képest (mas égitestek gravitacios vonzasat figyelembe nem véve). ..



a) ...mekkora sebességgel kell kiléni egy testet a Holdon, hogy az a Hold koriil, a Hold felszinének kdzelében
korpalyan keringjen? (1. szokési sebesség a Holdon) (1,68 km/s)

b) Legalabb mekkora fiiggbleges iranyu sebességgel kell a testet felloni a Holdon, hogy vissza ne essék? (2.
szokesi sebesség a Holdon) (2,37 km/s)

a) Homogeén, gdmb alaki bolygd esetén mekkora az 1. és 2. szokési sebesség aranya? (1:v/2)

a) A korpalyan a gravitacios vonzoerd biztositja a centripetalis erdit.
b) A mechanikai energia megmaradasa miatt a kilovéskor legalabb 0 legyen az 6sszenergia (gravitacios
helyzeti + mozgési), mert nagyon tavol a helyzeti energia 0, a mozgéasi pedig nemnegativ.
Mm vf Mm
c) =0

— =m= _—
R? R R

illetve %mv% -y
.50) Hogyan fiigg dssze egy homogén, gémb alakd, nem forgé bolygé felszinén az 1. és 2. szokési sebesség a helyi
gravitacios gyorsulassal? (v3 = gR és v = 2gR)

2
A centripetalis er6t biztositd gravitacios eré most mg modon is irhato: )/AZ—T =mg = m%, amibél v = gR, masfelol
M ; sz - . TR 1 M . M
azonban Yz =39 Ezt felhasznélva a 2. szokési sebesség definiciojanal: Az Emvg — mi = 0 képletben Yz =4
helyettesitést végziink.

.51) Mekkora kezdésebességgel kapjon egy test ha azt szeretnénk, hogy ne essen vissza a Napba, és...

a) ...a Nap felszinétél 16nénk ki? (616 km/s)
b) ...aFold felszinér6l 16nénk ki? (43,4 km/s)

a) A Kkilovéskor az 6sszenergia legalabb 0 legyen.
b) Szamoljunk a Nap mellett a Fold gravitacios hatasaval is!

.52) Mekkora végsebességgel érkezik a Féld felszinére az R = 6370 km magasrol leejtett kddarab, és mekkora lenne a
felszin kozeli korpalyan az tirhajo sebessége? (7,910 km/s)

A mechanikai energia megmarad: a mozgasi energia novekedése a gravitacios energia csokkenésével egyenlo.

.53) A Fold kériil ellipszis palyan keringd {irhajé legkisebb tavolsaga a Fold kozéppontjatol 6870 km. Sebessége
ekkor 10 kTm A Fold tomege 5,98 - 10* kg.

a) Mekkora az {irhajo legnagyobb tavolsdga a Fold kozéppontjatol? (4,32*10* km)
b) Mekkora az {irhajo legkisebb sebessége? (1,59 km/s)

Két fontos torvény teremt kapcsolatot a két ismeretlen kdz6tt: Az energiamegmaradas (a legkdzelebbi és
legtavolabbi helyzetre alkalmazva) és Kepler Il. torvénye, a terlileti sebesség allandosaganak tétele: A két szélsé

helyzetben rovid At id6 alatt a vezérsugarak altal strolt haromszogek teriiletei egyenloek: (viAt)ri/2 = (voAt)ra/2, azaz
viri=Vera. Az egyenletrendszer megoldhato.

.54) Az 1958-ban felbocsajtott Vanguard-1 miihold palyajanak foldfelszinhez legkézelebbi pontja 654 km,

legtavolabbi pontja 3969 km-re volt eleinte. Mekkora a miihold sebessége, foldkozelben, foldtavolban és a kettd
kozott félaton? (8 217 m/s; 5 582 m/s; 6773 m/s)

Az energiamegmaradas és a Kepler Il. torvénye ad egy egyenletrendszert a keresett legnagyobb és legkisebb
sebességre.

A Kistengely végpontjaban és a fokdkdzeli helyzetben a teriileti sebesség allandésaga miatt (viAt)ri/2 =
(vsAt)rssingl2, azaz viri=varssing, ahol ¢a vs sebesség és az oda huzott rs vezérsugar szoge.
Most azonban rs=a, és a ¢ szog kiszamolhat6 a szimmetriacentrum, a F6ld és a miihold derékszogii haromszogébol:
sing = b/a. Igy viri=vsb adodik.
Az ellipszis adataibdl b szamolhat6: b?=a?-c2-bél, ahol a= (R+h;+R+h)/2 és c=a-(R+hy).



.55) Pontszerti, M tomegii bolyg6tol r tavolségra, a bolygohoz viszonyitott sebesség nélkiil magara hagyunk egy m
tomegl testet (M<<M). Mennyi id0 alatt esik ra a test a bolygéra?

Ha a test egy kicsi, ,,oldaliranyt” (a hozza huzott vezérsugarra merdleges) Vo sebesseget is kapna kezdetben,
akkor a bolyg6 koriili ellipszispalyara allna. (Kepler 1.) Mivel nincs meg ez a kezdGsebesség, ezért az ellipszispalya
.clfajuld” lesz, azaz kistengelye 0. (Hiszen nincsen olyan sebességkomponense a mozgésa soran, ami a vezersugarra
merdleges lenne.) (Gondolatban egyre kisebb, 0-hoz kozelitd kezddsebességet feltételezve, az ellipszis kistengelye 0-
hoz tart.)

Az elfajuld ellipszisnél b= 0 miatt a=c lesz (ugyanis a?’=b?+c?), azaz az ellipszis fokuszai a nagytengely
végpontjainal (tehat a test kezdeti helyén és a bolygo helyén) vannak. Emiatt az elfajuld ellipszis fél nagytengelye r/2,

amelyen valo ,,keringési” id6 éppen az eséséi id6 duplaja.

Kepler 11. térvényét alkalmazzuk az esé testre és a keringd miiholdra.

.56) *A Naphoz rogzitett koordinata-rendszerbél nézve, a forgo Foldon a 45. szélességi fokon, a talajon allo test
eseten...

a)
b)

c)

b)

57)

.... mekkora a gravitacios er6 és a centripetalis erd (ered6 erd) aranya? (412)

Szamoljuk ki, hogy mekkora széggel tér itt el egymastol a gravitacids erd iranya és a fiiggéleges irany, (a
test stlyanak és a szabadesésnek az iranya). (0,0930°)

A Fold mely szélességi korén legnagyobb a stlyerd és a gravitacios erd kozotti szogeltérés? (a 49,95°-0s
szélességi koron, az eltérés 0,0986°)

yM

R3w?’

A — Naphoz rogzitett — inerciarendszerb6l nézve a talajon nyugvo testre a
centripetalis (eredd!) erdt a gravitacios erd és a talaj tartdereje biztositja.

Fgrco0SWY—F, F, ., , ,
I P — ... =1 —+/2-%Z Ebbél szamolhato a
Fgrsin¥ Fep

A korpalya sugara % , igy % =2
cp

Az dbra alapjan tgA =

¢ Sz09.
Paraméteresen szdmolva a fenti gondolatmenet szerint: tgA = tg%p (1—-2x),

R3w? 1
ahol x = ——=—.
yM 291

tgp =tg [90° —(A+¥)] = - =

Ennek felhasznalasaval a keresett sz0g tangensére
1-tgAtg¥ . x
.
tgA+tg¥ tg—qj(l—x)+tg‘l’

E tortnek csak a nevezdje fligg a #~tdl, A nevezd két tagjara a szadmtani és mértani kozép kdzotti
egyenléséget alkalmazva, a nevezé minimuma akkor adodik, ha a két tag egyenld. azaz tg?¥ = 1 — x.

Mekkora a Fold felszine folott h magassagban keringd tirhajo keringési és kilovési sebessége IR-b6l (Nap)

, M R+2h
nézve? < = )

YM R
R R+h

, sy oz = , . . . R R+2h
Hanyszorosa ez az 1. sz6kési sebességnek? Szamolj paraméteresen! ( /m és / R+h>

A nagy teriiletti allamokban (USA, Oroszorszag) hol vannak az {irrakéta indité allomasok? Avagy: a Fold
mely pontjarol célszerii felléni a mitholdakat, Girhajokat, hogy minél kevesebb energiaba keriiljon a kivant
sebességek elérése? (az egyenlitéhoz minél kozelebbrol)

R R+h

.a) Az egyenletrendszer két egyenletbdl all. Egyik: a keringéskor a gravitacios er6 adja a centripetalis er6t; masik:

az energiamegmaradas a kiloveés és a keringés dsszehasonlitasanal.

.b) Az els6 szokési sebesség akkora, hogy a foldfelszin-kozeli keringéskor a gravitacios erd adja a sziikséges
centripetalis erot.

.c) A Fold mely pontjainak van eleve sebessége az IR-b6l (Nap) nézve?



.58) Mekkora a stabil kfrpalyan keringé mithold mozgasi és gravitacios helyzeti energidjanak aranya? Hogyan fligg
ez az arany a korpalya sugaréatél? (-1/2; nem fiigg)

Y mv? és a yMm/R aranyahoz fel kell hasznalni, hogy a gravitacios eré adja a centripetalis erot.

.59) Mutasd meg, hogy a perdiilet-megmaradas tétele és Kepler IL. torvénye egyenértékii a bolygok mozgasat

tekintve.

A palya sikjara meréleges, a vonzocentrumon atmend tengelyre vonatkozo perdiillet N=(mv)rsing, ahol ¢ a
sebesseqg és a testhez hlzott vezérsugar szoge. Ez allando.

Rovid At id6 alatt a test v sebességgel vAt révid elmozdulast szenved, mely ¢ szdget zar be a vezérsugarral. Igy a
vezérsugar ezalatt egy olyan hdromszoget surol, melynek egyik oldala r, az erre meréleges magassaga pedig a
(vAt)sing. A surolt terlilet 1/2r(vAt)sing. Ennek idéegységre es6 része allando a Kepler II-térveny szerint:
1/2rvsing = allando.

.60) Egy 50 kg tomegii mesterséges hold perihéliumban 241 km, aphéliumban 1700 km magasan van a Féld felszine

folott.
a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)

a)

b)

c)
d)

f)

Mekkora a sebessége e két pontban? (8,14 km/s; 6,67 km/s)

Legalabb mekkora energiabefektetéssel lehet erre a palyara allitani? Miért ,,legalabb”? (8,41 km/s)
Mekkora a sebessége a foldfelszin felett 2000 km magasan? (7,34 km/s)

Mekkora a sebesség szoge a vezérsugarhoz képest ekkor? (84,1° avagy 95,9°)

Mekkorak a simulokorok perihéliumban és aphéliumban? (7,27 km)

Es a kistengely végpontjaban? (7,38 km)

Es altalaban, egy 2a és 2b nagy és kistengelyti ellipszispalyan a tengelyvégpontokban? (b%a és a?/b)

Egyenletrendszer az energia-megmaradashdl és Kepler Il. (perdiletmegmaradas) térvényébdl. A tavolsagok

ri=R+h;=6611 km és r,=R+h,=8070 km.

A foldfelszini kilovési sebeség (nem forgd foldet tekintve) az energiamegmaradasbol adodik, a kilovési és

az egyik ,,sz¢1s6” helyzetet 6sszehasonlitva. A Fold forgasa miatt mar kilovés el6tt is van sebessége IR -bdl

nézve. Ezt kell ,,kipdtolni” a fent szamolt sziikséges sebességre. Onnan célszerli inditani, ahol eleve nagy a

forgas miatti kerileti sebesség.

Energiamegmaradas.

A perdiilet megmarad (avagy Kepler II). Itt most annyi, mint az egyik sz€Is6 helyzetben: (mvi)ri=(mv)rsing,

ahol most r=7370 km.

A simuldkor az a kor, amelyen mozogva (az eredeti palya helyett) a test ugyanazon a helyen, ugyanakkora

sebességvektorral és ugyanazon gyorsulasvektorral mozogna ugyanabban a pillanatban. Igy a kérmozgas

dinamikai feltételét tekintve, a sebességre merdleges sugariranyt gyorsulaskomponens a sebességbdl :—2 =
Y

anorm-
2 2
A nagytengely egyik végpontjaban: ’;—1 = Vr—’:’ Ebbdl rg=7,27 km. Erdemes a nagytengely masik
g 1
végpontjabol is kiszamolni, ugyanezt kapjuk.
A Kistengely végpontjahoz hazott vezérsugar ,,a” hosszUsagu, a gravitacios gyorsulas — ennek a

2
kistengely irdnyl komponense b/a-val6 szorzassal adodik. Ez lesz egyenl6 :—3—vel. Az aktudlis v; sebesség az
g

energiamegmaradashdél adodik.

Lusta mddon az ellipszis simulokdreinek sugarai a tengelyek végpontjaiban jobb fliggvénytablazatokban
direktben is fellelhetd: b%/a és a?/b. Szép kihivas ezt levezetni paraméteres szamolassal a fenti fizikai
gondolatmenettel is. Csupan annyit kell hozzatenni, hogy a végpontbeli sebességeket mar kezdettdl
paraméteresen szamoljuk Ki.

.61) Az Fold felszine folott foldsugarnyi tavolsagra kering egy mithold korpalyan. Egy adott pontban sebességének

nagysagat pillanatszertien megnoveli 30%-kal. Mekkora az eredeti és az 0j keringési id6, és mekkora az 1]
ellipszispalya kistengelye? (3,967 Ora; 22,88 6ra; 29.691 km = 4,661R)

A kormozgas dinamikai feltételébdl adodik az eredeti periddusidé és sebesség kapcsolata.
Az energia és perduiletmegmaradas (avagy Kepler I1.tv.) egyenleteibdl adodik az aphelium tavolsaga, és az ottani
sebesség.



Kepler II1. torvény¢ébdl az 1 keringési ido.
A perihélium és aphélium tavolsagabdl a nagytengely és a lineéris excentricitas adddik. Majd Pitagorasz-tételb6l a
fél kistengely.

.62) [E6tvos Verseny 1969 -A Holdraszallas évében] Az R= 3600 km sugari bolygé folétt h= 400 km magasan
korpalyan kering6 tirhajo bekapcsolja a fékezérakétajat rovid idére ugy, hogy olyan ellipszispalyara térjen at, mely a
masik oldalon éppen a felszint érintse. Mozgasi energiajanak hanyad részét veszitette el fékezéskor? (1/19)

A kezdeti korpalyan a sebességtol fiiggd centripetalis erét a gravitacios vonzas biztositja. Ebbdl a kezdeti
sebesség adadik.

Az ellipszispalyahoz a szokasos energia- és perdiiletmegmaradas egyenletrendszerét oldjuk meg, amibdl a
fékezeés utani sebesség adodik.

.63) Egy bolygd koriil korpalyan keringd objektum pillanatszeriien két részre robban szét. Az egyik rész, amelynek
tdmege a kezdeti tdmeg 1/5-e, sebessége 1,5-szeresére nd, mozgasanak iranya nem valtozik.
a) Milyen palyan mozognak tovabb a szétrepiilt darabok? (hiperbola, ellipszis)
b) Legalabb milyen magasan kellett keringenie az objektumnak, hogy egyik része se csapddjon a bolygo
felszinébe, ha a bolygo sugara 3400 km? (2082 km)

a) A lendilletmegmaradas miatt a nagyobb rész sebessége 7/8v, az eredeti iranyba. A kezdeti v, €s ro kdzotti

kapcsolat a korpalyan: v2 = ’;—M

A palya alakja a részek Osszenergidjanak el6jelétdl fiigg: negativ, 0, pozitiv el6jelek esetén ellipszis,
parabola, hiperbola.

b) Az ismert 7/8v, és r, adatokkal megoldjuk a szoké&sos egyenletrendszert (energia és perdiilet megmarad),
amibdl a taloldali tavolsagra r = 49/79r, adddik. Ennek kell R-nél nagyobbnak lenni, hiszen a bolygd
tomegét a kdzéppontjaba stiritve gondolhatjuk.

.64) Adott egy nagy, M tomegi (all6) bolyg6tdl r tavolsagra 1évé kis mithold, melynek a kezdeti v sebessége
mer6leges a bolygo és a mithold egyenesére. A sebesség nagysaga valtoztathato.
a) Hatarozzuk meg az ellipszispalya adatainak (a, b, ¢) és a keringési idonek a sebességtdl valo fliggéseét.

3/2
o Joc—1] 1 ( o« ) 2w 3/2 M )
1 . . . T o
( 2a-1 L ¢ 2a-1 r b V2a-1 r, 20c—1 ‘/yMr » ahol vir

b) Mit adnak e képletek v=0 esetén, tovabba v névekedése esetén?
(v=0: az elfajuld ellipszispalyan, szabadeséssel a miihold a bolygéra esik;
v ndvekedésekor a, b, T nd, ¢ egy darabig csokken, aztan —a korpalyat kovetéen — ismét né)

c) Hogyan hatarozza meg a kezdeti v sebesség azt, hogy a bolygo a miihold ellipszispalyajanak melyik
fékuszaban van? (a kezdeti v, vagy a kdrpalyahoz tartozo v a nagyobb-e)

a) Az ellipszispalya feltétele a negativ dsszenergia: oc: = % >1/2.
Megoldva a szokasos egyenletrendszert (energia és perdulet/tertleti sebesség megmarad) az ellipszispalya
nagytengelyének tulso végpontjaban a tavolsag és a sebesség: r, = ﬁr; v, = (2 < =1)r.

. . . . . 1
Az ellipszis adatal: a=(r+r2)/2, majd c=|ro-r|[/2, majd b = Nk

A keringési id6hoz 6ssze kell hasonlitani a kdrpalyat az ellipszispalyaval Kepler III. szerint. (A korpalyan a
Sugar r, a keringési id6 pedig szamolhato r és v segitségével).
b) A v=0 esethez a képletekben cc— oo hataratmenetet kell valasztani. a=c=r/2, b=0, a palya elfajul6. T =

3/2 .
(1) 2 13/2 Frdemes dsszevetni ezt a 3. fejezet megfeleld feladataval, ahol a bolygora esés idejét

2 JYM

kellet kiszamolni. (Ezen id6 felét kaptuk most.)
Novekvo v esetén (0-t6l /@—ig, kulonben megszokik) az o csokken végtelentdl Y5-ig.

c) Av=0 elfajulé palya tavolabbi foékuszaban van eredetileg a bolygo, a kdzelebbi fokuszaban pedig maga a
miihold. Mik6zben v-vel egylitt a palya nagytengelye n6, ¢ csokkenése miatt a fokuszok egyre kozelebb
lesznek egymashoz. Korpalyanal esnek egybe. Innent6l kezdve a tovabbi palyaméret ndvekedés soran a
bolyg6 a kdzelebbi fokuszban marad.



.65) Két homogén anyagui, gémb alaku égitest, melyek tdmegei m és M, sugaraik r és R, 4ll6 helyzetbél, d
tavolsaghodl egymas felé indul az iirben a gravitacios vonzasuk hatasara. (Mas testek hatasatol eltekintiink.) Mekkora

sqgel & i ids mulva tals o(p2 =M (LY. pa_2mi( 1 1Y o m
sebesseggel és mennyi id6 mtlva talalkoznak? (v — (R+r d), vV — (R+r d), T Wdz)
a) A tdmegkdzéppontjuk helyben marad, régzitsik ehhez a koordinata rendszert. Ebben a lendiiletmegmaradas

b)

és a mechanikai energia megmaradasa egyenletrendszerét megoldva, a sebességek adodnak.
Legyen pl. az m tomeg testnek a tomegkdzépponttol mért tavolsaga egy tetszéleges pillanatban x. Ekkor
azt M tomegli teste tavolsaga is szamolhatd (TKP helyben marad), igy a koztiik ébredd erd: F(x) =

2
m M , . " . . /" . .y C
—);2 M ( +M) . Ez Gigy tekinthet6, mintha az m tomegii testet a tomegkozéppontban 1évé M’ =

2
M (m+M) tomegl test vonzana. Mivel ez barmely x tdvolsag estén igaz, ezert a talalkozas ideje ugyanannyi,

2
mint amennyi az m tomegl test TKP-ba, az ott feltételezett M’ = M (mMW) vonzo tomeghez torténd

bezuhanésanak ideje.
Ezt az id6t egy korabbi feladatban mar kiszamoltuk (3. fejezet, ...példa) annak alapjan, hogy a bezuhanasig
megtett palyat egy elfajuld, b=0 kistengelyi ellipszispalyanak tekintjiik, melynek a fokuszaban a

T

J8ym'’

3
tdmegkdzéppontban all6 A vonzé témeg all. Ekkor a bezuhanas ideje: T = r2, ahol M’ a rogzitett,

vonzo tdmeg, r pedig a kezdeti tavolsdguk. Most r = deW'

.66) A Fold sugara R, a Holdé 0,27R, kozéppontjaik tavolsaga 60R. A Féld tomege a Holdénak 81-szerese.

a)

b)

b)

Az els6 kozmikus sebesség hanyszorosaval kell (a Naphoz rogzitett IR-bdl nézve) elléni egy testet a Fold
felszinér6l a Hold felé, hogy az eljusson a Holdra? (1,400-szeresével)

Az els6 kozmikus sebesség hanyszorosaval kell (a Naphoz rogzitett IR-bSl nézve) elloni egy testet a Folddel
mindennel megegyez6 bolygd felszinérél, hogy a Holdra tavolsagara jusson, ha annak a bolygénak nem
lenne holdja? Ez ugyanaz a kérdés mint az elébbi? (1,402-szeresével, nem ugyanaz)

Az els6 kozmikus sebesség a kormozgas dinamikai feltételébol adodik: v = %.

A Hold felé 16tt testet a Fold-Hold szakaszon csak addig a pontig kell eljuttatni, ahol a Hold és a Fold
azonos erével vonzza. Onnantdl az ered6 er6 a Hold maga felé gyorsitja. Az energiamegmaradas adja meg a
sziikséges kezdGsebességet ahhoz, hogy e pontba jutva a sebessége 0 legyen. (Hold, Féld is ad potencialis
energiajarulékot!)

Csak a Fold ad potencialis energiajarulékot, és egészen a Hold-tavolsagig nem szabad elfogynia a
sebességnek.



