5-Erotorvények

1) Két 3 kg-os tégla fekszik egymason az abra szerint. £=1/3. Mekkora erével lehet J::\F.

egyenletes mozgassal kihGzni az also téglat? (30N)

Az also feluleten a nyomoerd 60 N, a felsén 30 N. A megindulashoz mindkét feluletnek csusznia kell.

.2) Egy targyat 20 m/s sebességgel vagyunk képesek elinditani: vizszintes sik, srlodasos feliileten cstsztatva, avagy
a sik fellilet adott pontjabdl alkalmas szdg alatt elhajitva. Célunk, hogy az inditas helyét] minél nagyobb tavolsigra
jusson a test.

a)

b)

b)

A hajitas utan a test a leesés helyén marad! Melyik mddszert érdemes valasztani a x sUrludasi egyutthatd
fuggvényében? (u<0,5 esetén csusztassuk)

(Csak érettségi el6tt alloknak!) Legyen most 1=0,2, és essen az elhajitott test a sirlddasos feliiletre gy, hogy
titkdzéskor merdleges sebességkomponensét elveszitve, a feliileten tovabb csuszhat. Alkalmas szdgben
hajitani, avagy kezdett6l csusztatni érdemes? (hajitani)

A hajitaskor legnagyobb tavolsag 45°-0s szdg esetén adodik, nagysaga konnyen szamolhato (v, és g
segitségével)

Csuszéskor a surlodas wg lassulast okoz, amibol a megallasi id6 és ut szamolhato. (x4, Vo €S g segitségével).
A hajitasos mozgasnal a mozgas két részbdl all. A hajitasszoge a hajitas tavolsagat, és az utdna megmaradd
sebességet, és ezzel csuszassal megtett tovabbi tavolsagot is meghatarozza.

cos?«

" ) Ennek maximuma adja a hajitassal

2
A teljes tavolsdg o fiiggvényében: d(e) = % (2sin o cos o +
elérhet6 legnagyobb tavolsagot. (Nem a=45°-nal')
2 2
Alkalmazzuk a sin2« és cos(a/2)-re vonatkozé azonossagokat: d (o) = :T'g + ’;7" (sinz x

2
+ icosz oc), majd a megszokott triikkét alkalmazva, és 1=0,2-t felhasznalva alakitsuk at: d (o) = % +
vV (4 5 _ SvB | vVAT 0
P (msmz « +mc052 oc) =0 + 0 sin(2 o« +51,34°).

2
Ennek maximuma 2,841 %". Ezt kell 6sszehasonlitani a cstisztatassal elérhetd tavolsaggal.

.3) Lehet-e a csuszasi sUrlddasi egyutthaté nagyobb a tapadasi sirlodasi egyitthatonal? (nem)

Tegylk fel, hogy 1>, , és hassunk az m tomegii testre a feliilettel parhuzamosan olyan F erével, mely kozotte
van umg és umg —nek. Milyen lesz a mozgasa?

4) Az asztalon M tomegii tégla fekszik, rajta pedig egy m tomegii. A als6 téglat vizszintesen F er6vel huzzuk. Az
asztalon a sarlodasi egyttthatok: o1 illetve sa, mig a téglak kozott wuo illetve wo. Az F eré nagysagat 0-rol indulva,
folyamatosan néveljuk (akkor sem csokkentjik, ha kdzben a téglak mozgasa hirtelen megvaltozik).

a)
b)

a)

Vizsgéljuk meg, hogyan fiigg az F erd értékétsl a két tégla mozgasa! Abrazoljuk az F erd fiiggvényében a

téglak gyorsulasait.

Hatarozzuk meg a téglak gyorsulasat az alabbi esetekben:

i) M=0,5kg, m=0,3 kg; Ho1 = o= tn=1=0,2 esetben az F=1N; 2N; 4N er6k mellett.
(0és0;  0,5m/s’és 0,5m/s%; 3,6m/s?és 2m/s?)

ii) M=1kg, m=2Kkg; u1=0,4, 14=0,35, 1>=10,2, 1o=0,15 esetben az F= 10N; 15N, 20N erdk mellett.
(0 és 0; 1,5m/s’és 1,5m/s*;  4m/s?és 1,5m/s?)

i) M=1kg, m;=2 kg; Ho1= 0,6, 10=0,35, to=10,2, o=0,15esetén az F= 10N ill. 20N mellett.

(0és0; 6,5m/s’és 1,5m/s?)

Amig az also tégla meg nem cstiszik, addig a felsé sem. Igy az also feliilet csuszik meg elészor,
F1=u01(m+M)g hazderénél. Jeldlje a kialakul6 gyorsulasokat a és Al

Ha kozben a felso feliilet nem csuszik, akkor egyditt gyorsulnak, awsss= F/(m+M) -1 gyorsuléssal.
Ennek azonban az a feltétele, hogy a két tégla kozott mikodé K= ma= Fm/(m+M)-zamg erd ne haladja meg a
tapadasi surlodasi er6 maximumat: w,mg erét. Mivel K lineéris fliggvénye F-nek, ez F novelésével mindig be
fog kdvetkezni. A téglak egymason torténé megcesuszasakor F értéke: Fo=(uoo+u)(Mm+M)g.




A fenti hataron til tovabb ndvelve F-et, mindkét fellilet csuszik, a testekre hatd csuszasi surlodasi erdk
miatt a fels6 és alsé test gyorsulasa: a = g, illetve, A = % — (uq + u2) %g —mig.

A fels6 feliilet megcesuszasa elétt (F<F2) awsws—Hozg , Utdna pedig (F>F2) a= g, A=
(Hoz — H2) 3, g + Hozg Nem azonosak.

Mivel altaldban nem nagy kilénbség van a tapadasi és cslszasi surlédasi egyttthatok kdzott, emiatt
altalaban F1<F,, ennek felel meg a bal oldali abra. Itt mindharom lehetséges eset el6fordulhat (mindkett6
fellileten csuszas, avagy egyiken sem, avagy csak az alsénal).

Alkalmas surlodasi egyitthatok esetén azonban Fi>F; is eléfordulhat (jobb o. graf.), amikor csak ket
eset van: mindkét fellilet csuszik, vagy egyik sem, lehetetlen egyutt gyorsulni.
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b)
) Fi=1,6 N, F2=3,2 N
i) F1=12N, F,=16,5N
iii) F1=18 N, F,=16,5N

.5) Az asztalon M tomegii tégla fekszik, rajta pedig egy m tomegii. A felsé téglat vizszintesen F erével hiizzuk. Az
asztalon a sarlodasi egyitthatok: por illetve pi, mig a téglak kozott pe, illetve po. Az F eré nagysagat 0-rol indulva,
folyamatosan néveljuk (akkor sem csokkentjik, ha kdzben a téglak mozgasa hirtelen megvaltozik).
a) Irjuk le, hogyan mozognak a téglak. Az F eré fiiggvényében abrazoljuk a téglak gyorsulasat.
b) Hatarozzuk meg a téglak gyorsulasat az alabbi esetekben:
i) m=0,5kg, M=0,3 kg, w1 =pu=0,1, p=p=0,35; F=0,5N illetve /N esetén.
(0és 0; illetve 0,25 és 0,25 m/s?)

i) m=1kg, M=5kg, 1= 0,2, 1=0,15, =04, 1x=0,35; F=10N. (0 és 6,5 m/s?)
iii) m=3 kg, M=2 kg, 1= 0,2, 11=0,15, wo>=0,4, 1=0,35; F=10 N avagy 15 N avagy 20N.
(0és0 avagy 1,5 és 1,5 m/s? avagy 3,17 és 1,5 m/s?)
Az 1. feliletet mindig (M+m)g, a 2-dikat mg eré nyomja 6ssze, meghatarozva K F
az elérheté Si1= po1(M+m)g és S,= uymg maximalis tapadasi surlodasi 1 m K
erdket, melyeknél a feliileteken ébredd K, K tapadasi sirlédasi erék K2 M 1

kisebbegyenl6k. Csuszo fellleteken az S'1= a(M+m)g és S»= wmg

csuszasi surlodasi erdk hatnak. Jel6lje a testek gyorsuldsanak nagysagat a és A.

a) Amig F kicsi, addig a ket feluleten tud ébredni olyan kicsi K; és K; surlodasi erd, hogy a feliiletek ne
cstsszanak meg: F=Ki1=K3, a=A=0. A meg nem cslszasok feletétele: F ne haladja meg S; és S, egyikét se.
Az F-et novelve, elészor a kisebbiket 1épjiik at Sy és S; kozdl, ...

b) ...legyen ez S, ekkor a felsé feliilet megcsuszik. Ekkor a felsé feliileten a surlodasi er6 S,-r6l hirtelen a nala
nem nagyobb S’»-re valtozik, és F tovabbi novelésére is ennyi marad. Ennek ellenereje mar nem tudja
megmozditani az also testet, ha eddig S, sem tudta. Tehat F tovabbi ndvelésekor is az alsé test all, a felsé

csuszik rajta. A feltétel: S, < S; és F > S,. A gyorsulasok: a= F/m-g és A=0.



c) ...legyen ez Si, ekkor az also feliilet csuszik meg el6szor, innentdl kezdve az also cstiszasi strlodasi erd
allando, S'1 lesz. Ezutan F tovabbi novelése kivalthatja a fels6 feliilet megestuszasat is:

i)

Feltételezve, hogy a felsé feliilet nem csuszik, azaz egyuttesen gyorsulnak, a = A = F/(M+m) - g
adodik és kozottik hat K = F*M/(M+m)+amg kényszererd, Amde: K < S, sziikséges a meg nem
csuszashoz. EbbOl F < F3 = = (o2 -rn)mg(M+m)/M adddik. Tehat az egyittes gyorsulds pontos feltétele:
S1 <8, 658, <F < F3 = (to2-p)mg(M+m)/M.

[Az F3 < Sieset S; < S, mellett nem fordulhat eld, ugyanis ekkor g1 <gs adddna.]

[Felmertilhet a kérdes, hogy nem kell-e még feltételul szabni azt is, hogy az alsé is csuszasban maradjon,
azaz K>=S5"1? Nem, hiszen ez automatikusan teljesul, ugyanis K< feltételezés F és K kapcsolata miatt
F-re F<gun(M+m)g=S"1-vel lenne egyenértékii, amibol S’1<=S; miatt F< S; adodna, ami ellentmondana
c)-pontbeli feltevestinknek.]

ii) Amennyiben a felsé feliilet is megesiuszik, akkor a két test rajuk hato F és S, illetve S, és S’1 erbk

hatasara gyorsulnak: a = F/m-gg, illetve A=(uo-u1)gm/M-png.
Ennek pontos feltétele: S; < S, ésS; < Fés F3<F.

S><8; S2= 8 Sr<Fz

(Ue2-ti)g(m+MIM-fi2g 4 — = = — = = — — -
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.6) Egy 80 kg tomegii ember a vizszintessel 60°-0s szdget bezard kotél végét hlizva, egy allécsiga segitségével akar
felemelni egy terhet. Legfeljebb mekkorat tud felemelni, ha a talpa alatt 11,=0,2? (23,77kg)

A kotélen fiiggo test egyenstulyban van, a kotél mindkét végével ugyanakkora erdt fejt ki. Bontsuk komponenseire
a kotél altal az emberre kifejtett erdt. Alkalmazzuk a meg nem cstszas feltételét a nyugvo emberre.

.7) Az asztal és a test kozott a strlodasi egyitthat6 0,4. Az testet az asztallal 75°-0s szoget htizoerdvel szeretnénk
odébb huzni .

8)

a) Mekkora legyen ez az er6? (0,620 mg)
b) Es ha ellentétes irany nyomoéerét alkalmazunk? (-)
c) Mekkora lehet a nyomoerd vizszintessel bezart szdge ahhoz, hogy a test megesusszon? (max. 68,2°)

A hizo6 és nyomder6t komponensekre kell bontani, majd kihasznalni, hogy a test nyugalomban van, majd
alkalmazni a meg nem csuszas feltételét.

a) Teheraut6 nyugalombol indul, 3 s-ig 4m/s? a gyorsulasa, majd az elért sebességgel mozog tovabb. Kezdetben
egy lada allt a rakfeltletén. u=u,=0,25. Hol lesz a lada a kocsin az induléstol szamitott 4,5 s és 6 s mulva?

(10,69 m, 10,80 m)
b) A 12 m/s sebességii teherauté 4m/s? lassulassal fékez. Kezdetben egy lada all a rakfeltletén. 1=4,=0,3.

Legalabb milyen hosszu legyen a rakfeliilet az auton a lada eldtt, hogy a lada ne {itk6zzon neki a rakfeliilet

elejének? Mennyit mozdul el a lada a talajhoz képest a teljes folyamat alatt? (6 m, 24 m)



c) Egy télcan egy tanyér van, n,=0,4, u=0,3. A talcat kétszer akkora gyorsulassal hizzuk, mint amekkora
gyorsulasnal a tanyér megcsuszna rajta. Mennyit mozdul el a tanyér az asztalhoz képest, amig belelitkdzik a
talca 50 cm tavol 1évé peremébe? (30 cm)

Ha a lada nem csszik, akkor a tapadasi surlodasi eré gyorsitja, de legfeljebb w,g nagysagu gyorsuldssal tudna.
Megcstiszas utan célszerl a kocsihoz (tanyérhoz) képesti koordindtarendszert hasznalni (benne a relativ gyorsulassal).
a) Meg fog cstszni. Az elsd 3 s-ban a kocsihoz képest, hatrafelé 1,5 m/s? lesz a relativ gyorsulas, majd az ezalatt
megszerzett relativ sebességét el fogja vesziteni 2,5 m/s?-es elére mutatd gyorsuldssal, mikézben hatrafelé
csuszik.
b) A lada megcsuszik. Az autd egy id6 milva megall.
c) Tekintsik a talajhoz viszonyitott gyorsulasvektorok és a tanyér talcahoz képesti gyorsulasvektoranak
kapcsolatat., Egyenl6 iddk alatt, nyugalombol indulva, az elmozdulasok a gyorsulasokkal aranyosak.

.9) Mekkora sebességgel haladhat az auté az R=50 m sugar( kanyarban a megcstszas veszélye nélkiil, ha...
a) ... no=0,5 és az Uttest vizszintes, (max. 56,92 km/h)
b) ...surl6das nincs, de az Gttest 15°-0s sz6ggel be van dontve,  (pontosan 41,67 km/h)
C) .., Mo=0,2 és az Uttest 15°-0s szdggel be van dontve? (20,44 km/h és 56,60 km/h kdzott)
d) Van-e olyan realis surlodasi egy(tthatd, ami esetén a 15°-kal megdontdétt Gton lehetséges legkisebb és
legnagyobb sebesség aranya 1:2? (u=0,154)

A kdrmozgashoz sziikséges (sebességtol fliggd) centripetalis (eredd)
er6t az mg nehézségi erd, a talajra merdleges T tartderd és a talajjal
parhuzamos S tapadasi stirlodasi er6 vektori 6sszege biztositja. A
megcsiszas hataran S = uT. Az elkészitett vektorabrabdl mg és a
segitségével kiszamolhat6 a centripetalis ero:

a) Fep=umg

b) Fep=mg*tga

¢) Fp =0,0645mg illetve F,, = 0,4944mg

sinx—pucosa

mg

d) Paraméteresen szamolva F,, = mg

e)

— illetve F, =
cosat+usina

sin«+pucosa , / . .
ST a két erd. Tovabba Fopy~v2.
cosa—usina

.10) *Egy m tomegii testet sirl6dasos asztalon (uo) szeretnénk meginditani a leheté legkisebb htizéerdvel, de ennek
irdnyat szabadon megvalaszthatjuk.
a) Legalabb mekkora er6 sziikséges, és milyen iranyu legyen ez a minimalis er6? Szadmoljunk paraméteresen!
(Figyelem! A sin(a+3) =sina cosf+cosa sing addicios tétel ismerete szlikséges!)
b) = 0,4 esetén mekkora a hlizoerd vizszintessel alkotott szoge és a minimalis eré? (21,8% 0,3714 mg)
¢) Ha a minimalis eré 0,5 mg, akkor mekkora a surlodasi egyiitthat6? (1/+/3)

A testre hato erdket berajzolva a megcstszas pillanataban, amikor a tapadasi surlodasi eré maximalis, tovabba a

huzoéer66t komponensekre bontva, az alabbi egyenletek adédnak az éppen megesiszo testre:

T + Fsin x=mg
Fcos x=pu,T

0 —e, azaz a test nem emelkedik-e fel a talajrél?) Ebbdl F(cos « +u,sin <) = u,mg adodik. A jobb oldal fix,

igy F akkor minimalis, ha a zardjel maximalis. Annak maximuma akkor van, ha cc= 90° — ¢, ahol sing =

, ahol « a vizszintessel bezart szog és F a htizoerd. (A megoldas utan ellendrizni kell, hogy T =

jH

1+pp

Fmin — Homg

[1+ud

.11) (Horvath Adam 6tlete nyoman) Egy nagyméretii, vizszintes sikl, o szogsebességgel forgd korongon m= 0,2 kg
tomegi testet D=20 N/m rugdallandéju rugoval kapcsolunk a korong kdzéppontjahoz. A rugo nyujtatlan hossza ro.=
0,1 m. A korongon = 0,4 a tapadési surlodasi egytthatd.
a) Milyen nagysagu és iranyu surlodasi er6 hat a testre w= 6/s szogsebesseg esetén, ha r=0,2 m? [0,56 N]
b) A kdzépponttdl milyen tavolsagban lehet nyugalomban a test a koronghoz képest, ha w= 6/s
[0,094 m; 0,219 m]
c) Esha «=10/s? [nincs ilyen]
d) A kozépponttol milyen tavolsagban lehet nyugalomban a test a koronghoz képest, ha D=6 N/m és = 7/s?
[0 m; 0,053 m]

A minimalis er0:



b)
c)
d)
e)

Dro

tomg 4 -2

Ha nem t0l nagy a forgas szégsebessége, azaz D > mw? , akkor adjuk meg paraméteresen a legkisebb és
legnagyobb lehetséges r tavolsagot, ahol a test a koronghoz képest nyugalomban lehet.

Dryo—pomg . Dry+pu,mg . Dry+u,mg
[ D-mw? D-mw? avagy 0 és D-mw? ]

A kormozgashoz sziikséges centripetalis erdt és a rugoero és a surlodasi erd ereddje adja. A centripetalis és a
rugoerd is linearis fliggvénye a test kozépponttol mért r tAvolsagnak, igy a szlikséges surlodasi erd is az. A
kozéppont felé mutato iranyt pozitivnak valasztva, a surlodasi eré F = mrw? — D(r —1,) =

—(D — mw?)r + Dr,. Most D > mw? miatt a strlédési erd r-nek negativ féegyiitthatos linearis fliggvénye
és Dro>pmg.

A surlodasi er6 abszolut értéke legfeljebb zomg.

F surlodasi erének mindentitt 2 N-nak kellene lennie.

Most D < mw? miatt a surlodasi eré r-nek pozitiv féegyiitthatos linearis fiiggvénye, és Dro<uomg.

A surlodasi erdsziikséglet r-nek negativ féegyiitthatos linearis fliggvénye, melyaz r=0 helyhez tartozo Dr,
értéktdl kezdve szigorian monoton csdkken.

Ha Dro>umg, akkor a lehetséges r értékek szamara egy olyan intervallum adodik, melynek kdzepe r* =

PTo _ fél szélessége pedig 29 Ha Dro<umg, akkor mar r=0 esetén is lehet nyugalom (a koronghoz

D-mw? '’

képest).

Dir-ro) 9
mro=<

—tlomg |

-Dy '7

.12) Egy nagyméretli, vizszintes siku, @ szdgsebesseggel forgd korongon m= 0,2 kg tomeg testet D rugdallanddju

rugoval

kapcsolunk a korong kdzéppontjdhoz. A rug6 nyujtatlan hossza ro= 0,1 m. A korongon = 0,4 a tapadasi

surlodasi egyditthatd. Adott r tavolsag esetén keressiik meg azt a minimalis és maximalis szogsebességet,amelynél a
test még nem cslszik meg a korongon!

a)
b)

c)
d)

Legyen D =1 N/m, r=0,05m. [0/s ; 8,66/s]
LegyenD=1N/m,r=0,3m. [0/s; 4,08/s]
Legyen D =20 N/m,r=1 m. [29,33/s ; 30,66/s]

Igen nagy r tavolsag esetén mekkora lehet a sz6gsebesség? [ \/g]

A centripetalis erdt a rugoderd és a surlodasi erd ereddje adja. A kozéppont felé mutato iranyt pozitivnak valasztva,

asu

rlodasi erd F = mrw? — D(r —1,). Mivel ez az w?—nek lineéris fliggvénye, tovabba F a [- 1My, 1mg]

intervallumba esik, ezért mindig egy intervallum adédik w? szamara. Nyilvan ezen intervallum bal széle nem
lehet negativ.

13)A

0,2 m hosszu fonallal kikotott testet vizszintes feluleten korpalyéra inditjuk 3 m/s kezddsebességgel. A test

tdmege 0,5 kg, a sUrlédasi egyutthat6 0,4.



a) Mekkora szoggel fordul el a fonal az indulastél a megallasig? (322°)
b) Mekkora a fonaler6 az inditastol szamitott 0,6 s malva? (0,900 N)

A test a keriilet mentén lassul a sarlddasi eré miatt.

.14) Egy oszlopot két fal kdzott az abra szerint 10°-0s ékkel emeliink. A sarlodést csak 10°
az €k és a talaj kozott vessziik figyelembe, itt a surlddasi egyiitthato 0,2. Az ék tomegétdl
tekintsunk el.
a) Az oszlop egyenletes emeléséhez az ékre 1000 N nagysagu, vizszintes erével kell hatni. Mekkora az oszlop
tdmege? (265,7 kg)
b) Mekkora a munkavégzésiink hatasfoka az oszlop emelése kézben? (46,85 %)
€) Mekkora vizszintes eré sziikséges az oszlop egyenletes siillyesztéséhez? (62,91 N)
d) Mekkora legyen a strlodasi egyiitthatd, hogy az oszlopot fele akkora ékre hat6 erével lehessen siillyeszteni mint
emelni? (0,529 vagy 0,0588)

Az €k az oszlopra feliiletre merdleges erdt fejt ki (az oszlopra mas erdnek is kell hatnia).
Az ékre a vizszintes toloerd, a strlddasi erd és a talaj tartdereje hat.
Egyensuly van.

.15) Vizszintes asztallapra helyezett mi=10 kg tomegii testhez csigan atvetett [}

fonal végére fiiggesztett m,=5 kg tomegi testet kotiink. Kezdetben az my r

tomegli test 3 m tavolsagra all a csigatél, m, tomegii test pedig h=1,2 m

magasan van a talaj felett. Az asztallap és a rajta 1év0 test kozott a strlodasi

egyditthato 0,3. &
a) Mekkora sebességgel ér a fonal végén fliggd test a talajra? (1,78 m/s) R R R e T
b) A csigatol milyen tavolsagban all meg az m; témegi test? (1,27 m)

it

El6bb gyorsul a rendszer, amig az elsd test foldet ér, majd az asztalon [év0 teste a strlodas miatt elvesziti sebességét.

.16) Liftben gumikotelet megnyulas nélkil, vizszintesen rogzitiink, majd nehezéket akasztunk a kdzepére. Az allo
liftben a gumiszal 30°-os, a gyorsul6 liftben 35°-0s szdgben hajlik lefelé a vizszinteshez képest. Milyen a lift
gyorsulasvektora és merrefelé megy a lift (6,37 m/s?, sebesség iranya ismeretlen)

A test kezdetben nyugalomban van, a (gumi)kotél ereje szamolhatd, tovabba a kdtél megnydlasa is.
Az 10j helyzetben el6bb a kotél megnyulasa, majd ebbdl az 1) kdtélerd szamolhato.
A most hat6 3 erd ereddje is szamolhato, mely a gyorsulast okozza.

.17) Nagy magassagbol levegOben régota esé golyo tomege 93 g, sugara 10 cm. Esés kdzben 36 km/h sebességii
vizszintes szél f0j. A levegé siiriisége 1,29 kg/m®, alaktényezd 0,225. Mekkora szogben és mekkora sebességgel
csapodik a talajhoz a goly6? (55,00% 62,77 km/h)

Hosszl id6 utan a test sebességének vizszintes komponense a szélélsebességgel egyenl6 lesz, (Vizszintesen csak a szél
fejt ki erot.)

Fiiggblegesen addig n6 a sebesség, amig a gyorsulas 0-va nem valik. Ekkor a nehézségi erd tart egyensulyt a
fiiggdleges kozegellenallasi erdvel, amibdl a fiiggdleges sebesség szamolhato.

.18) Két azonos anyagt gémb egyikének sugara dupléja a masikénak. Fonallal dsszekotjiik, és nagy magassaghol
levegében leejtjiik dket. A kisebb golyo tomege m.

a) Melyik lesz alul esés kozben? (nagy)

b) Mekkora er6 fesziti a fonalat? (0,8 mg)

A nagy test sugara 2r, tdmege 8m. Rajuk Fy és 4F, ugyanis a sebesség azonos, a homlokfeliiletek aranya 1:4.



A Két testbol allo rendszer hossza id6 utan egyenstilyban nvan: 9mg=5F«. gy Fx= 1,8mg.
Most a kicsi tesre a Fx és mg ered6je felfelé hatna, ezt kell 0-ra kompenzalnia a kotéleronek, ami igy lefelé hat, tehat a
kis test felll van.

.19) Egy 8 kg tomeg(l, lires merev fali gdmbhéjba egy masik, 8 kg tomegii tomor gombot tesziink. A rendszert nagy
magassagbol levegében leejtjiik. A kozegellenallasi erd a sebesség négyzetével aranyos, 1 m/s? esetén 0,1 N.

.a) Mekkora az elért legnagyobb sebesség? (40 m/s)

.b) Abrazoljuk a két test kozotti nyomoerdt az elért sebesség fliggvényében. (a sebességnek masodfoku fliggvénye,
0-80 N kozott)

.a) A testek kozos gyorsulasat a nehézségi és a (csak) nagy gombre hatd kozegellenallasi eré okozza.
Az id6vel bedllo allandd sebesség esetén mar nincs gyorsulas.

.b) Az esés soran a két gomb kozott hatdo nyomoerd felelés azért, hogy a bels6 gomb nem g, hanem Kisebb
gyorsulassal esik.

.20) A Merkdr pélyajénak fél nagytengelye 57,90-10° km, él kistengelye 56,66-10° km, keringési ideje 74,8 nap.
Mennyi a Merkur teriileti sebessége? Mekkora sebességgel halad a Merkur napkézelben és naptavolban?
(1,595*10° km?/s; 69,38 km/s; 45,69 km/s)

Az ellipszis terulete abr.

A lineéris excentricitas szamolhat6: c>=a?-b2. A tavolsagok napkozelben és naptavolban: a-c és a+c. Alkalmazzuk
Kepler II. torvényet.

Napkozelben a sebesség merdleges a vezérsugarra, a rovid At alatt a vezérsugar egyenlészara (a-c szaru), vAt alapu
haromszdget surol.

.21) A Halley-istokos palyajanak fél nagytengelye 5700-10° km, fél kistengelye 1080-10° km, keringési ideje 76,2
év. Mekkora a Halley-iistokds sebessége napkdzelben és naptavolban? (156 km/s; 1,42 km/s)

El6bb a teriileti sebesség szamolando, majd Kepler I1. torvényét kell alkalmazni napkozelben és —tavolban.

.22) Mennyi id6 alatt esne a Fold a Napba illetve a Hold a Foldbe, ha hirtelen nullara csdkkenne a keriileti sebessége?
(64,6 nap; 4,83 nap)

A Fold a Napba olyan elfajulé ellipszispalyan esne, melynek kistengelye 0. igy c=a, tehat a fokuszok a nagytengely
végpontjaiban vannak.

Az eredeti kdrmozgasat végzé Fold palyajanak R sugara lesz most a nagytengely, igy a nagytengely hossza felére
csokkent. Kepler I11. térvénye miatt igy a keringési idé v/8-ad részére csokken.

A Napba esés fél keringési id6 alatt torténik.

.23) A Fold — Nap rendszer minden méretét (a palyasugarakat és az égitestek sugarat) ugy kicsinyitjik le, hogy a
palyasugar 1 m legyen, de az égistestek suriiségei valtozatlanok maradjanak. Mekkora volna ebben a modellben a Fold
keringési ideje? (1 év)

A centripetalis erdt a gravitacios vonzoerd adja. Ebbdl a FOld tomege , kiesik”.
Mivel azonban a siirtiség allando, a Nap tdmege a térfogattal aranyosan csokken, az pedig a linearis méretvaltozas

kobének aranyaban. A jobb oldalon a r3szintén ugyanilyen aranyban. Tehat T nem valtozik.

.24) m; és m; tomegi csillagok egymastél R tavolsagban korpéalyakon keringenek kozés stlypontjuk koriil. Mennyi a

. o - R3
7 -
keringesi idejuk: [an]



A tdmegkdzéppont helye szamolhato.
A gravitacids erd biztositja a centripetalis erdt, ez utobbiban talalhat a keringési 1do.

.25) Két, egyenként 5,074 - 10% kg tomegii csillag egymastol mért tavolsaga 8 millié km. Kézos témegkézéppontjuk
koral korpalyan keringenek. Mennyi a csillagok keringési ideje? (2,00 nap)

A tdmegkdzéppont kdzépen van. A gravitacios erd biztositja a centripetalis erdt.

.26) Két galaktika egymastol 2-10° fényév tavolsagban van, mindegyikiik témege 2-10% kg. Egymés kortil nem
forognak. Kdlcsoénds vonzasuk hatasara mekkora gyorsulassal indulnak el egymas felé és 1 év alatt mekkora utat
tesznek meg? (3,72-10"1*Z; 18,5m)

A gyorsulast a gravitacios vonzoerd okozza.

.27) Mekkora az atlagos siirisége annak a gomb alaki bolygonak, mely a tengelye koriil 6 6ra alatt fordul meg és
amelynek az egyenlit6jén a testek stlyat 10%-kal kevesebbnek mérjiik mint a p6lusan? (3029 kg/m®)

A polusokon a test (pl. a Naphoz rogzitett) IR-ben nem gyorsul, mig az egyenlitéi test kormozgast végez.

A sarkon a suly a Fg gravitacios er6vel egyenld. Az egyenlitén Fg - T=Fg, és T a stlyerével egyenld.

Igy Fep 10%-a az Fg-nek. Felirva mindketté képletét, adodik az sszefoggés R és a forgas periddusideje kozott.
A stirtiség M/V.

.28) Az R radiuszd, m; tomegii karika kézéppontjaban, sikjara merélegesen rajzolt egyenesen, a karika
kdzéppontjatdl r tavolsagban m; tdmeg van.

cos? oc)

a) Mekkora erével vonzzak egymast? (y mgnz

F mm, 2
\/_’ mex 7R 3\/’

a) Vegyink a karika kertiletén egy Am; kicsi darabot. A ra hat6 gravitacios erének csak a tengelyiranyu
komponense a fontos (ui. a masik komponenst Kiejti a kerileten szemben 1évé darab hasonlé komponense).
Osszegezziik ezen komponenseket a karika teljes keriilete mentén.

m.m, r
3
R%+r?

b) *Az m; tdmeg mely helyzetében a legnagyobb a vonzoer6? (r =

b) Az erében csak az r ismeretlent meghagyva: y . Vezessiik be x = Vr? jelolést. Keressilk az

3 3

flx) = W szxg fliggvény maximumat. (Mivel a v/x és az x3 fiiggvények szigordian monoton

novekedoek, ezert) elegendd keresni az —— = fuggveny maximumat pozitiv x-ekre. Avagy a reciprokéanak a

minimumat: 7 + x2 kell keresni. Ez utébbihoz 2 Z + Z + x? atalakitas utan a szamtani és mértani kozép

kozotti egyenl6tlenség alkalmazasaval juthatunk.

.29) A talajkozeli felmelegedést kovetden felszallo meleg 1égaramlatokban 1év6 vizg6z a magasban a lehtilés miatt

telitetté valik, és tobbnyire foldi eredetii szennyezédéseken kicsapodik. A vizcseppek atméréje ekkor kb. 20

mikrométer. Ezek a cseppek a kornyez6 levegdhiz képest lefelé kezdenek esni. Ez a sebesség elég kicsi ahhoz, hogy a

csepp koriili légaramlas ,,réteges”nek (laminaris) legyen tekinthetd. Ekkor a fellép6 kozegellenallasi eré nagysaga

csak a sebesség elsé hatvanyaval aranyos: F, = 6mnrv. (Ahol r a csepp sugara, n pedig a kdzeg anyagara jellemzo, a

homérséklettdl jelent6sen fliggd viszkozitas.)

a) Mekkora sebességgel esik egy 20 cm atmérdjii vizesepp a kornyez6 levegohoz képest, ha a levegd

viszkozitasa a felhében uralkodé 0°C hémérsékleten n = 1,71+ 10™5Pa - s, siirlisége pedig 1,30 kg/m*? (1,30
cm/s)



b) A talaj kozelébe érve az es6esepp (sorozatos egyesilések és a kornyez6 levegd paratartalmanak racsapodasa
miatt) mar 0,7 mm atmérdjivé hizik. Mekkora lesz most a sebessége, ha az aramlas tovabbra is réteges
marad? (15,93 m/s)

c) Meéz livegbe dntésekor 4 mm atméréjii levegdbuborék keriilt a mézbe, ami a felszin alatt 20 cm mélységben
van. Mennyi id0 alatt jon fel a méz felszinére? A méz viszkozitasa 10 Pas, a stlirlisége 1,4 szerese a viz
stirliségének, a levegd siirisége 1,30 kg/m®. (10,7 6ra)

d) A méz pergetésekor sokkal kisebb levegébuborékok is keriilnek a mézbe. Amikor ezek a felszinre jonnek,
finom fehérnek latszo hab keletkezik a méz felszinén. Egy ilyen buboréknak a hordoban 1 m mélységbdl egy
hétig tart, amig a felszinre jut. Mekkora volt az atméréje? (Tekintsiink el a méret valtozasatol a folyamat
alatt.) (0,146 mm)

a) A cseppre hato harom eré egyensulyt tart, amikor az allandosult esési sebesség mar kialakult: nehézségi,
felhajto és kozegellenallasi erd. Az egyenstlybol: v = z_;]q (p — pkézeg)rz. (A levegokozeg stirlisége a vizéhez
képest nagyon kicsi, igy a felhajtderdnek itt alig van szerepe.)

b) A linearis méret 35-szordsére nott, a sebesség a sugar négyzetével aranyos.
C) Most a levegd tartalmu gombdcskére hato felhajtoeré nagyobb a nehézségi erénél, de a mézkdrnyezet

viszkozitasa is jelentGsen nagyobb: v = z—“z (Prevegs — Pmez)T>. (Negativ eredményt ad, a buborék felfelé jon.)

A felfelé Gton a sebesség allando.

.30) Egy gémb alaki homogén bolygdhél kibanyéaszunk egy fele akkora sugard gémb alaku Grreget, mely a P pontban
érinti az eredeti bolygofelszint. Az eredeti bolygé felszinén mért gravitacds gyorsulasnak hanyad része lesz a
gravitacios gyorsulas a bolygo felszinét6l R tavolsagra, illetve a bolygo felszinén ...

a) ....azeredeti kozéppontbdl a P ponton atmend félegyenes mentén? (19,4%; 50%0)
b) ...ezen félegyenessel ellentétes félegyenes mentén? (23,0%; 94,4%)
C) ....ezen félegyenesre merbleges, az eredeti k6zéppontbol induld félegyenes mentén? (22,2%; 91,2%,

iranyaik nem az eredeti kdzéppont felé mutatnak!)
Béla szerint az el6z6 kérdésekre csak hosszadalmas szamolasok utan lehetett valaszolni. Helyette egyszeriibbet
javasol: Az eredeti bolygobol megmarado 7/8 tomegii részt gondolatban pontta zsugoritjuk a megmarado rész
tomegkozéppontjaba. Innent6l a megmaradd rész gravitacios vonzoereje kénnyen szamolhatd barmely pontban.
d) Szamoljuk ki ilyen megfontolasokkal a P pontbeli gravitacids gyorsulast és vessiik 6ssze a fent szamolt
értekkel. (76,2%, nem egyezik)
e) Hol a hiba Béla gondolatmenetében? (?)

a-c) A maradék test és az eltavolitott test egyuttes vonzdereje egy adott pontban éppen az eredeti gdmb vonzderejét
adja, tehé.t Fmaradék = Fteljes - Felvett (Vektorklvonésl)
Fgr=mg alapjan adddnak a keresett g gyorsulasok.

.d) A maradék test TKP-je az eredeti kdzépponttdl R/14-re van.

.€) Egy testet a tomegkozéppontjaba pontta zsugoritva, a rajta kivili testekre kifejtett gravitacios vonzoerd
megvaltozhat!

Gomb esetén, ha az teljes anyagadban homogén, vagy legalabbis gdmbhéjanként homogén, akkor nem valtozik meg a
,kifelé” mutatott gravitacids hatasa dsszezsugoritassal. Ez a gravitacios erétorvény 1/R%-es jellegébdl adodik. Nem
gbmb alaku testeknél ez nem feltétlendl igaz.

Igy pl. a maradék test altal kifejtett gravitaciés eré nem is mindig a maradék test TKP-janak iranyaba mutat! (Célszerdi
ellendrizni a .c) pont esetében.)

.31) A Fold sugara R, a Holdé 0,27R, kdzéppontjaik tavolsadga 60R. A Fold tdmege a Holdénak 81-szerese.
a) Melyik égitest atlagsiirlisége nagyobb? (a FOldé 1,59-szer)
b) A FOld-Hold egyenesen hol van az a pont, ahol a két égitest ugyanakkora erével vonzza az tirhajot? (54R
tavol a Fold kdzéppontjéatol)
c) Hol van a két égitest rendszerének tomegkdzéppontja? (A Fold felszine alatt, a k6zépponttol 0,732R
tavolsagra)

) p=MIV



.b) F1=F, miatt a tdmeg a tavolsag négyzetével egyenesen aranyos.
.c) A tdmegekkel forditott aranyban kell felosztatni a tavolsagot.

.32) Szamitsuk ki a Fold tomegét és atlagsiirtiségét az R= 6307 km sugar és a felszinen mért g=9,81 m/s? gravitacios
gyorsulas értékébol. (5,97*10% kg; 5510 kg/m®) )
gR? | 3g

M==-¢ep=ru



