3-Lendiilet

.1) A 4 m hossz(, a vizhez képest allo csonak egyik végébol a masik végébe atmegy egy 80 kg-0s ember. A csénak
240 kg tomeg.

a) Athaladas utan mennyit mozdult el a csonak és az ember a vizhez képest? (1m; 3m)

b) Flgg-e a fenti kérdésre adott valasz attol, hogy az ember egyenletes, avagy valtoz6 mozgassal haladt? (nem)

Otletl:

A mozgés soran a lendllet megmarad, végig O lesz.

Igy barmely pillanatban a vizhez viszonyitott lendiileteik nagysaga azonos, igy....

... Vizhez képesti sebességeik nagysaga 3:1 lesz minden pillanatban.

Ezért barmely kicsi At idétaratam alatti (mikdzben a sebesség valtozatlannak tekinthetd) elmozdulasuk aranya 3:1.
Vizhez képesti elImozdulasaik 6sszege 4 m, amit a fenti aranyban kell felosztani.

Otlet2:
A kiils6 vizszintes er6k hianya miatt a rendszer tomegkozéppontjanak mozgasa nem valtozik, azaz helyben marad.
Kezdetben, és a végén a tomegkdzéppont az embertdl 3 m-re van, a csonak kdzepe felé mérve. E pont helyben marad.

.2) Egy kocsi és a rajta utazé ember ¢sszesen M= 90 kg tomegtiek, sebességiik v=10 m/s. Az ember magaval visz két,
egyenként m=9 kg tomegii téglat is. Az ember a téglakat a kocsihoz (a kocsi kidobast kovetd sebességéhez) képest
u=20 m/s sebességgel fogja kidobni. Mekkora lesz a kocsi sebessége a téglak kidobasa utan, ha...

c) ...egyszerre dobja ki mindkét téglat, az egyiket eldre, a masikat hatra. (10 m/s)

d) ...elészor egyiket el6re, majd a masikat hatra dobja. (10,15 m/s)

e) ...eldszor egyiket hatra, majd a masikat el6re dobja? (9,85 m/s)

f) Mekkora legyen az M/m tomegarany, hogy a téglakat megfelel6 sorrendbe kidobva, a sebességnovekedés

0,05u legyen? (3)

a) A lendilet (talajhoz képest) megmarad:..
(M+2m)v formabdl m(V+u) + MV + m(V-u) formaba alakul, ahol V a kocsi végs6 sebessége.
b) Elébb elére hajit: A lendiilet (M+2m)v volt, majd (m+M)V: + m(Vi+u) lett. Ebbdl Vi a kezdetinél kisebbnek
adadik.
Ezutan hatrafelé hajit: (m+M)V; alakul MV; + m(V.-u) formaba.
El6szor -1/12u, majd +1/11u a sebességvaltozas.
c) Az eljarés a fentihez hasonlo. Formalisan a fenti eljarasban u helyett —u irando.
d) EI6bb elére, majd hatrafelé kell dobni, ez utdbbi esetben nagyobb a sebességvaltozas, hiszen kisebb volt a
kidobast megel6z6 tomeg. Paraméteresen szamolva, a sebességndvekedés a két részletben egyutt Av =
mZ
arrzmorem ¥ 1652
.3) Egy M tomegii kocsibol, mely kezdetben allt, egy kilovészerkezet minden masodpercben m témeget dob hatrafelé,
a kocsihoz (annak kidobas utani sebességéhez) képest u sebességgel. Legyen M=12m. A talajon nincs surl6das.
a) Hanyadiknak kidobott tomeg lesz az, mely megkozelitéleg fliggblegesen fog a talajra esni? (8.)
b) Mekkora lesz a kocsi sebessége ekkor pontosan? (1,02u)
c) AKkidobalas addig folytatodik, amig a kocsi végul csak m tomegii marad. Mekkora lesz ekkor a sebessége?
(2,10u)
d) *Vajon a kezdeti M/m arany ndvelésével barmilyen nagy sebességre fel tudna gyorsulni a kocsi? (igen)

a) Az esik a talajra fuggblegesen, amelyik a talajhoz képest 0 sebességgel repilt el, azaz aminek a kidobésa utan
a kocsi sebessége a talajhoz képet u nagysagu lesz.
Ha éppen az k-adik tdmeget dobjuk ki, akkor a lendiilet elétte [M-(k-1)m]v, mig utana [M-km]V+m(V-u). Az
adodo sebességvaltozas: V-v=u/(13-k).
Az 1/12+1/11+...1/(13-k) dsszeget annyi tagig kell kiszdmolni, amig 6sszege 1 nem lesz.

b) Az dsszeg pontosan sosem lesz 1, a hozza legkozelebbi érték 1,02,

c) 11-szer dobunk, az utolsé tag Ya.

d) Az akérdés, hogy az 1/2+1/3+1/4+...+1/n 6sszeg n6het-e minden hatéron tdl, ha n elég nagy.

Matematikai segitség: Nézziik csak az azokat az tagokat, amik nevezéje két szomszédos kettGhatvany

kozé esik! A : 1/(25+1) + 1/(2%+2) +....+ 1/(2¥*") részletdsszeg minden tagjat megbecsiilhetjiik alulrél az
1/2%*1-vel. igy a tekintett, 2 db taggal rendelkez6 5sszeget alulrél becsli a 2*1/2<1 = 15,




Elegendéen nagy n-re elég sok ilyen Y2-es 6sszeg lesz a sorban, igy az 6sszeg barmilyen nagy tud lenni.

.4) 20 m magas oszlopon 0,5 kg tomegii golyo all. Ezt vizszintesen atlovi egy 25g-0s kis 16vedék. A goly6 az oszlop
aljatél 3 m-re, a lovedék 16 m-re esett le. Mekkora volt a I6vedék sebessége? Szamoljunk g=10 m/s?-tel. (38,0 m/s)

Otletl:

Az (itkdzes utani vizszintes hajitasok ideje a magassagbdl megkaphato.
Az id6bdl a tavolsag segitségével a kezddsebességek adodnak.

Az (itkdzesben a lendiilet megmarad.

Otlet2:
A rendszer vizszintesen zart, igy a tdmegkdzéppont sebessége vizszintesen nem valtozik.
A 20 m magasrol valo eses ideje szamolhato (2 s).

P 25g-16m+500g-3 76 . . . . 38
Ezalatt a TKP az oszloptol xpxp = =~ Tsnzsg 7= =~ m tavolra kerilt, igy sebessége .
259, +500g-0

Az 1itkozés eldtt a TKP sebessége vrgp = , ami egyenl6 az elézével.

525g

.5) 20 kg tomegii, 10 m/s sebességii kiskocsira, 30°-os lejtérsl, szembél 5 m/s sebességii, 10 kg tomegii lada cstszik
ra, és rajta is marad. Surlodas csak a kocsi és a lada kdzott van.
a) Mekkora lesz a kdzos sebességik? (5,22 m/s)
b) A cslszas alatt a gyorsulasok nem voltak allanddak. A cstszas 0,2 s ideig tartott, mikdzben a lada a kocsin
3m-t csUszott hatrafelé. Mekkora a testek elmozdulasa a csuszas idétartama alatt a foldhdz képest? (2,05 m;
0,95 m)

a) A rendszer vizszintesen zart, fliggélegesen nem, igy a lendiilet vizszintesen megmarad, fiigg6legesen nem.

b) A cstszas folyamata egy ,,lasst” titk6zési folyamat, mikdzben a testek relativ sebessége 0-va valik. A
tomegkozéppont sebessége allandé marad (vizszintesen zart rendszer), igy a hozza régzitett vonatkoztatasi
rendszer inerciarendszer, benne is allando marad a lendulet.

Am a folyamat végén e témegkdzépponti rendszerben az dsszlendiilet 0, igy a cslszas alatt is az volt. Tehat a
tdmegkozépponti rendszerben a csiszas alatt barmely pillanatban ugyanakkora nagysaguak és ellentétesek a
testek lendiletei, ...

...azaz sebességeik aranya 1:2 minden pillanatban, fliggetlenil attol, hogy a sebességvaltozasok egyenletesek-
e.

Igy a tdmegkozépponti rendszerben a testek elmozdulasainak aranya is 1:2, azaz 1 m a kocsié és 2 m a ladag.
A csUszas alatt azonban a tdmegkozéppont a foldhdz képest elmozdult, 0,2 s alatt 5,22 m/s sebességgel.

.6) Az m tdmegili ember v sebességgel halad (fut, cstszik) surlodasmentes jégen, majd felugrik egy elétte allo M
tomegli hossza kocsi hatuljara. Amikor a rajta valo utazast megunta, a kocsi elejére sétal, és onnan elére rugaszkodva
leugrik Ggy, hogy a jéghez képest a sebessége ismét v lesz. A jégen semmiféle sirlodas nincs. Mekkora most a kocsi
sebessége? (0)

A rendszer vizszintesen zart.
Az ember lendilete kezdetben és a végén is ugyanakkora a jéghez (IR) képest.

Utkozések
7)

a) Mutassuk meg, hogy barmely két test itkozésének folyamatéban, tetsz6legesen kivalasztva annak két
szakaszat, az egyes testek e két szakaszban nyert sebességvaltozas-vektorai nagysadganak aranyai mindkét
testre ugyanazok.

b) Két test centrélis Uitk6zésénél nevezzilk az itk0zés elsd szakaszanak azt, amig a testek relativ sebessége 0-va
valik, masodik szakaszanak pedig azt, ami ezutan torténik. A testek sebességvektorai igy (a centralis egyik
iranyat pozitivnak valasztva) el6jeles szamokkal adhatok meg.

Mutassuk meg, hogy az utkézés masodik és els6 szakaszaban szerzett sebességvaltozas-vektorok (mint
eldleles szamok) hanyadosa ugyanaz a pozitiv szam mindkét testre.




a) Barmely két test itkzésekor a rendszer lendiillete megmarad, azaz a testek lenduletvaltozés-vektorali
ellentétesek és azonos nagysaguak. Ha a tdmegek allandoak, akkor a két test sebességvaltozas-vektorai
ellentétesek, és nagysaguk a tomegekkel forditottan ardnyos. Mindez nem csak a teljes itkdzésre, hanem
annak barmelyik kis részletére is igaz.

Ezért barhogyan valasztunk ki két idétartamot az (itkdzéseken belill, az ezek alatt mért sebességvaltozas-
o

. P Av) m, . o m I
vektorok nagysagara az elsé szakaszban | ,1| = ——2 illetve a méasodik szakaszban: = ——2 amikbdl
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b) Az el6z6 kérdés gondolatmenete alapjan (a > a masodik szakaszra utal) a masodik szakaszban A—v,l =— m—z :
2 1
. . Av m . AV AV P 7
illetve az elsd szakaszban: —- = ——=2, Emiatt — = —2 = k= 4llandé.
Av, mq vy Av,

A tdmegkdzéppont sebessége nem valtozik a lendilet alland6saga miatt, igy a hozza rogzitett
(tdbmegkdzépponti rendszer) inerciarendszer, azaz a lendilet ebben is megmarad.

Benne azonban a testek relativ sebességének eltiinésekor az dsszlendiilet 0, igy eredetileg is, és az Uitkdzés
barmely pillanatéban is. E rendszerben az elsé és masodik szakasz fordul6jan a testek ellentétes iranybdl kozeledve, O-
ra csokkend sebességgel talalkoznak 6ssze a tomegkdzéppontban.

Mivel a testek egymason at nem haladhatnak, ezért (tomegkozépponti rendszerbdl nézve) a masodik
szakaszban sebességeik nem lehetnek azonos iranylak az els6 szakaszbelivel, igy vagy mindkett6jiik sebessége 0
marad (és egyUtt maradnak a tomegkozéppontban), avagy az els6 szakaszban meglévé sebességeikkel ellentétes
irdnyu sebességet nyernek a masodik szakaszban. Ez esetben azonban sebességvektoraik nagysaga lecsokkent, majd
ellentétes iranyba megnétt. Emiatt a két szakaszban ugyanolyan eldjelii (iranyii) sebességvaltozdsra tettek szert. igy
Av1’ és Avy azonos elbjelil a tomegkdzépponti rendszerben.

Amde a sebességvaltozas vektorok a foldhdz rogzitett rendszerben is pontosan ugyanazok mit a tomegkdzéppontiban,
azaz k= Avi’[Avy pozitiv.

Definicid: Két test centralis litkozésekor tkdzési szamnak nevezziik azt a k szamot, ami megmutatja, hogy az
Utkdzés elsd szakaszdaban elszenvedett sebességvaltozasnak hanyszorosat nyeri még a test az titkdzés masodik
szakaszaban. A két (itkdzési szakaszt az a pillanat valasztja el, amikor a testek sebessége azonos.

Réviden: k=Av2 szak/AV1 szak.
A k=0 eset neve: tokéletesen rugalmatlan (itkdzés, a k=1 eset neve tokéletesen rugalmas Utkozes.

.8) Mutassuk meg, hogy ket test centralis litkdzésekor az Utkdzési szam ellentettje megadja a testek tkdzés utani és

elétti relativ sebességnek aranyat is, azaz k = —piiina /peldite

V1 '-V2 = [Vo+K(Vo-V1)] - [Vot+K(Vo-v2)] = -k(v1-V2)

Definicié: Egy test mozgasi energidjan értjik a Emog= % mv? mennyiséget. (Mértékegységének neve joule: J)

9)

a) Mutassuk meg, hogy ket test centrdlis tkdzésekor, ha az Utkdzési sz&m k=1, akkor az itkdzés soran
megmarad a rendszer tagjaira szamolt %miviz mozgasi energiak 0sszege.

b) Mutassuk meg, hogy két test centrdlis titkdzésekor, amennyiben a rendszer tagjaira szdmolt %miviz mozgasi
energidk 0sszege megmarad, akkor az Utkdzési szam k=1.

a) Az E’=1/2my(v1’)? +1/2my(v2)? Gsszegbe helyettesitsiik a k=1-et kifejezd Vi '=vo+k(Vo-vi) 6sszefliggést, ahol
vo=(m1v1+m2v2)/(m1+mz).

b) Az 1/2my(v1’)? +1/2ma(v2 )%= 1/2myvi? +1/2myv2? egyenletbe helyettesitsiik vi '=vo+k(vo-Vi) 6sszefiiggést, ahol
v0=(m1v1+m2v2)/(m1+m2).
Ebbdl (1-k?)(v1-V2)?mim,/(my+m;)=0 adédik. Ebbél csak egyik tényezd lehet 0, ha valdban titk6zés tortént.



Lathatd, hogy centrdlis iitkozések esetén egyenértékii az, hogy az Utkdzési szam 1, illetve az, hogy a mozgasi
energia megmarad. Mivel a mozgéasi energia megmaradasanak nem csak centrélis (itkdzés esetén van értelme, ezért az
alabbi definicidt hasznaljuk (ami centralis litkozések esetén a kordbbi definicidval egyenértékii):

Definicid: Két test Utkdzése rugalmas, ha a mozgasi energidk dsszege az tkdzésben nem valtozik.

.10) Tokéletesen rugalmasan, centrélisan iitkdzik két szemben halado test: Egyik 3 kg-0s és 8 m/s sebességii, a méasik
5 kg, 4 m/s.

a) Mekkorak lesznek az Uitkdzés utani sebességek? (7m/s, 5m/s ellentétesen)

b) Megmarad-e a mozgasi energia? (igen)
Oldjuk meg a feladatot litkdzésiszam hasznélataval is és lendilletmegmaradas és mozgasi energiamegmaradas
egyuttes hasznalataval is! Ez utobbi esetben a masodfokii egyenletrendszerbdl ki kell jonnie az eredeti, iitkozés eldtti
dllapotnak is, ami megerdsit minket abban, hogy nem vétettiink szamolasi hibat!

Utkozési szammal:

A koz0s sebesség Vo=[3 kg*8 m/s+5 kg*(-4 m/s)]/(3kg+5kg)= 0,5 m/s.

Az els6 test eddigi sebességvaltozasa Avi=Vo-v1=-7,5 m/s, ezért az Uj sebessége: vi '=vo+1*Avi= -7 m/s.
A masodiknal hasonléan Avo=v,-v>= 4,5 m/s, ezért az (j sebessége: vo '=vo+1*Avo= 5 m/s.

Egyenletrendszerrel:
3 kg*8 m/s+5 kg*(-4 m/s) = 3 kg*vi1’+ 5kg*v2 " a lendliletmegmaradashal.
Y*3 kg*(8 m/s)?+ Yo*5 kg*(-4 m/s)?= Y*3 kg*(v1 )>+ %*5 kg*( v ’)?az energiamegmaradashol.

Az els6 egyenletbdl v, -t Kifejezve, és azt a masodik egyenletbe helyettesitve, masodfoku egyenlet adodik v; -
re:
(v1°)?- Im/s*v; - 56m?/s?=0. Ennek megoldasa v, '= 8 m/s illetve -7 m/s, ezért két megoldaspar van: a testek
sebességei tkdzes utan 8 m/s és -5 m/s, illetve -7 m/s és 5 m/s.

Az els6 megoldaspar az eredeti allapotot adja vissza, ez litk6zés nélkiili athaladast jelentene egymason, ezért
ez lehetetlen. Viszont megerdsit minket abban, hogy szamolasi hibat nem vétettiink.
Az (itk6zés utani sebességek tehat -7 m/s és 5 m/s.

.11) Egy 20 kg-0s, 8 m/s sebességli test utolér egy 12 kg-0s, 5 m/s sebességiit, és tokéletesen rugalmasan titkbznek.
a) Mekkorak lesznek az Utkozés utani sebességek? (5,75m/s; 8,75m/s)
b) Megmarad-e a mozgasi energia? (igen)
Oldjuk meg a feladatot Utkdzésiszam hasznalataval is és lendiletmegmaradas és mozgasi energiamegmaradas
egylttes hasznalataval is!

Az el6z6 kérdéshez hasonldan, kétféleképpen.

.12) Azonos tomegi testek tokéletesen rugalmasan, centralisan titkoznek. Mekkorak az (j sebességek?
(sebességcsere torténik)

Mind ttkozési szamot, mind egyenletrendszert paraméteresen hasznalva, sebességcsere adodik: vi’'=v, és Vo '=v1.

.13) Az m tomegii, v sebességii test rugalmasan, centralisan (itkdzik M tomegii, V sebességi testtel.

a) Mekkorak az 0j sebességek? (v’ — m=Mv+2MV -y —Zm”(M_m)V)
M+m M+m

b) Mi torténik, ha M sokkal nagyobb m-nél és a nagy test eredetileg allt? (a kis test ellentétes sebességgel
visszapattan)

c) Mekkorak a sebességek és hogyan valtozik meg a kicsi test nagyhoz viszonyitott relativ sebessége, ha a nagy
test tomegéhez képest elhanyagolhatd a kicsi tomege? (v’=2V-v; V’=V) (a relativ sebesség ellentétes lesz)

a) Szamoljunk paraméteresen Utk6zési szammal, vagy lendilet és energiamegmaradassal.
_(m—M)v+2MV _2mv+(M—m)V

M+m ’ M+m

! !

P @MDY,y ZmMYATm/MV g gs /M~ 0. Addik: vi= -v és V'=0. A nagy
1+m/M 1+m/M

test nyugalomba marad, rola ellentétes sebességgel visszapattan a kicsi.

b)

c) m/M = 0, adodik, hogy v'=2V-v és V'=V.



A Kicsi test nagyhoz képesti relativ sebessége ellentétesre valtozott [v-7’= -(v-V)], mikdzben a nagy test
szinte ,,észre sem veszi” az litkdzést.

.14) A 2 m magasrdl leejtett labda 1,6 m magasra pattan. (g=9,81 m/s?)

a)
b)
c)

a)

b)
c)

Mekkora az tkdzési szam? (0,894)
Mekkora lesz a 3. felpattanasi magassag? (1,02 m)
Lesz-e utolsé felpattanas, illetve mennyi ideig fog pattogni? (nem, 11,46 s)

Ha az i-edik pattanas utani sebesség vi, a felszallasi (és visszaeséséi) ido6 t;, a felpattanasi magassag pedig hi,
akkor az Utkozési szam jelentése szerint k=vi/vi... De a szabadesésnél v;~t; és h~t? , tehat k=ti/ti; illetve
k?=hi/hi.1. A sebességek, a leesési id6k és a magassagok mértani sorozatot alkotnak, melyek hanyadosa rendre
k, k, és k.
Most k*=1,6m/2m, azaz k = /0,8
h3=ho*(k2)3
Mivel h; sosem lesz 0, ezért nincs utolsé felpattanas, a levegében toltott idok, és az ezalatt megtett tavolsagok
(a masodik tagtél kezdve) végtelen mértani sort alkotnak: tsss;=to+2t1+2t+2t3+... =2(to+t1+to+... )-to,=
2(to+kto+k?r+...)-t, illetve
Sissz=So+281+28,+2S3+... =2(ho+h1+hy+...)-ho= 2(h0+k2ho+k4ho+ k6ho+...)-So Az ilyen (zarodjelben 1évo)
tipust végtelen Gsszegek (mértani sor) kiszamitasara létezik matematikai képlet: Az a+ka+k’a+k3a+...
mértani sor §sszege ﬁ amennyiben |k|<1.
Az idék Osszege tehat toss, = 2(to+Kto+k2t+...)-to=2 - 1t_—°k —ty = % t,, ahol t, = \/2h,/g=0,6386 s

ho.

ho 1+k?
—9 _h,=——
1-k2 07T k2

Hasonléan Sﬁsszz 2(h0+kh0+k2h0+)‘h0=2 -

.15) Egy leejtés utan pattogé labda 4. és 7. felpattanasai magasségainak arénya 3:1.

a)
b)
c)

a)

b)

c)

Mekkora az Utkdzési szam? (0,833)
A mozgasi energia hanyad része tiinik el egy litkdzéskor? (30,7%)
Osszesen mennyi ideig fog pattogni és 6sszesen mekkora utat tesz meg ezalatt? (10,29 s; 23,90 m)

A szomszedos magassagok a szomszédos sebessegek negyzetevel aranyosak, a sebessegek arany pedig k.

Igy a 4. pattanas utan még 3-at pattanva: h;=hs*(k?)%, tehat k®=1/3, s6t ho=h4/(k?)*= 4,327 m.

A mozgasi energia a sebességek négyzetével aranyos, igy a szomszédos mozgasi energiak aranya k?, elveszik
1-k%.

tosse = 2(toHKlo+HKP1+...)-to=2 - 2 — £y = Tt ahol £, = \/Zh,/g=0,9392 s
2
Hasonloan sess= 2(ho+kho+keho+...)-ho=2 - 2 — hy = 7= R,

.16) Egy labdat 3 m magasrdl leejtve, az 6sszesen 8 s-ig pattogott. *Mekkora az Utkdzési szam? (0,822)

8 s = 2(to+kto+k?r+...)-t,=2 1t_—°k —ty = gto, ahol t, = /2h,/g=0,7821 s. Ebbdl k szamolhato.

.17) Egy kis test pillanatszeriien iitkozik strl6dasmentes falnak, sebessége az iitkozés el6tt =60°-0s, uténa pedig
S=30°-0s szOget zar be a fallal.

a)
b)

a)

b)

Mekkora az utkozési szam? (1/3)
Milyen kapcsolat van a fallal bezart « és 5 szogek, és az tkdzési szam kozott altalaban? (tgf =k*tga)

A pillanatszeriiség és a surlédas hianya miatt a fal csak merdleges nyomoerot fejt ki, ...

...ez csak a mer6leges sebességkomponenst nagysagat valtoztatja vm-r6l kvin-re, a parhuzamos
sebességkomponens valtozatlan.

Bontsuk a sebességeket merdleges és parhuzamos komponensekre, és alkalmazzunk szogfiiggvényeket.
Paraméteresen szamoljunk.

.18) Eqgy kis test surlodésos falnak (tkozik tokéletesen rugalmasan, a surlodasi egyutthatd 4=0,2. A test sebessége az
titkozés el6tt 60°-0s szOget zar be a fallal.

a)

Mekkora lesz az tkdzés utani sebesség irdnya? (79,9°)



b) Milyen kapcsolat van a fallal bezart « és 5 szogek, és a srlodasi egyutthato kozott altaldban? (ctgf = ctge -
2p4)

c) Milyen osszefliggés all fenn a két szdg, a surlodasi egyutthatd és az itkdzési szam kozétt, ha az Utkdzés nem
tokéletesen rugalmas? [ ctga —k*ctgf = (1+k)u ]

a) A S=puN strlodasi erd csak a parhuzamos sebességkomponenst valtoztatja, mig a meréleges N nyomoerd csak
a merdleges sebességkomponenst.
A kicsi id6 alatti er6lokéseik lendiiletvaltozast okoznak: Alp=SAt, illetve Aln=NAt.

Jevgl _

[Avm|
sebességkomponensek kozott: ctga= Vp/Vm, s ctgS= Vp /Vm.

b) Szamoljunk paraméteresen.

C) A merbleges sebességkomponens most kv nagysagura valtozik.

Vegylk a hdnyadosukat: U, azaz (Vp -Vp)/2vm=p. Most jonnek a szogfiuggvenyek a

.19) surlédasmentes asztalon meglékétt érme ugyanolyan, all6 érmének iitkozik, pillanatszeriien, tokéletesen
rugalmasan, de nem centralisan. A mozg6 érme 5 m/s nagysagu sebességvektora az iitkdzés pillanataban 30°-0s
szodget zar be a kdzéppontokat dsszekotd egyenessel. Az érmék érintkezd peremén sincs surlodas.

a) Mekkorak az utkodzés utani sebességek? (4,33 m/s, 2,50 m/s)

b) Mekkora lesz a két érme palyajanak szoge? (90°)

c) Mekkora lesz a két érme palyajanak szoge, ha kezdetben a vy sebesség mas iranyi volt? (90°)

Otlet1:

Az litkozés pillanatszeriisége miatt a centralis irdnya az titkozés rovid ideje alatt nem valtozik, igy ezen iranyban
van csak er6 kozottiik, ugyanis az érmék kozott sincs surlodas az érintkezés ideje alatt.

Az érkez6 érme sebességét bontsuk a centralissal parhuzamos-, és arra merdleges komponensre.

Az (itkdzeésben a merdleges sebességkomponens nem valtozik, ezért az ezzel szamolt mozgasi energia sem, igy a
rugalmassagot kifejez6 mozgasi energia megmaradas miatt a centralissal parhuzamos sebességkomponensekhez
tartozé mozgasi energidk 6sszege is allandé marad, azaz az Utk6zés a centralis mentén, rugalmas Utkozés lesz!

A centralis mentén az egyenld tomegek rugalmas tlitkozése sebességeserét eredményez.

Végiil az érkezd érmén marad a kezdeti merdleges sebességkomponens, mig a meginduld masik érme viszi a
beérkezé érme masik sebességkomponensét. Igy az titkozés utani sebességek szoge 90° ...

Otletl:

Az egyenlo tomegek miatt a lendiiletmegmaradas a sebességvektor megmaradasarol, mig az energiamegmaradas a
sebességvektor-négyzetdsszeg megmaradasarol szol: Vi+va= Vo €S V12+V22=V,2,

Az els6é miatt, a vektordsszeadas szabalyai szerint egy haromszoget kell elképzelniink, melynek oldalai v, V2, Vo
hosszusaguak, mig a masik feltétel ebben a haromszdgben a Pitagorasz-tétel megforditasa szerit azt jelenti, hogy vi
és v, oldalak kozott 90°-0s sz6g van.

.20) Sdrlédasmentes asztalon meglokott érme fele akkora tomegti 4116 érmének Utkozik ferdén, tokéletesen
rugalmasan, pillanatszertien. Az érmék érintkezé peremén sincs surlddas. A mozgd érme sebességvektora az utkozés
pillanataban 30°-os szoget zar be a kdzéppontokat 6sszekotd egyenessel.
a) Milyenek az (itkdzés utani sebességvektorok, ha a mozgoé érme sebessége Vo volt? (0,577vo; 1,154v0)
b) Mekkora lesz a két érme palyajanak szoge? (60°)
C) Mekkora legyen az érkez érmének a centralissal bezart szoge, hogy az {itkdzés utani sebességek szoge 70°
legyen? (42,48°)

a) A centralis iranyara mer6leges sebesség allandé marad, mig a centralis iranyaba rugalmas iitk6zés zajlik, de
2:1 tomegarany( érmék kozott.
A centralis mentén a kezdeti vocos¢ és 0 sebességek megvaltoznak 1/3*vocos¢ és 4/3*v,Cos¢ -re.
fgy az érkez6 érme sebességvektoranak hossza két komponensébél szamolhato: v, /+/3 mig a meglokott
érméé ennek dupéaja nagysagu.

b) Az érkez6 érme litkozés utani sebességének szoge a komponensekbdl szamolhat6 tg szogfliggvénnyel.

c) Paraméteresen szamolva az el6z6 részfeladatokban, az litk6zés utan a meglokott érme a centralis iranyaba
halad, mig az érkez6 érmének az iitkdzés utan a centralissal bezart o szogeére: tgw=3tge.



.21) Surlédésos asztalon &ll6 érmének itkozik ferdén, rugalmasan egy masik, ugyanolyan érme. A pillanatszerii
Utkdzés utan az eredetileg mozgd érme 8 cm-t, a masik érme 4 cm-t csuszott. (A lassulasuk ugyanaz!) A két érme
kozott érintkezeéskor nincs surlodas.

a)
b)
c)

a)

b)

c)

Mennyit csUszott volna még a mozgo érme, ha nem (itkdzott volna az allo érmének? (12 cm)
Mekkora az Uitkozés utani sebességek szoge? (90°)
Mekkora a kezdBsebesség és a centralis szoge? (54,74°)

Az azonos lassulasuk miatt a kezdésebességgel aranyos a megallasi id6. A kozben megtett ut pedig az
atlagsebességgel (kezddsebesség fele) és az idével aranyos, tehat. ...

...a megtett Ut a kezddsebesség négyzetével aranyos.

Tehat az Ut a kezdeti mozgasi energiaval. De az Uitkbzesben a mozgasi energia megmarad.

Egyenl6 tomegek rugalmas, pillanatszert iitkdzése, kozottiik stirlodas nincs. Ld. el6z6 feladatot! Vo, va, V2
alkotta vektorharomszog derékszogili. Avagy a kezdGsebességet bontani kell a centralis iranyaba és ra
merdlegesen.

Az iitkozés elétti sebesseg komponenseinek aranya a megallasig megtett utak aranyanak gyoke.

.22) Ferde (itkdzés ¢= 30° alatt, sirl6dasmentes asztalon, pillanatszeriien, azonos méretii érmékkel. Az érmék kozott
surlodas nincs, kezdetben egyikiik allt. Az ttkdzési szam 0,8.

a)
b)

Mekkora az Utkozés utani sebességiik szoge? (80,17°)
Milyen kapcsolat van k {itk6zési szam esetén az litkozés elbtti ¢ és az Utkdzés utani o szog (érkezd érme és a
centralis sz0ge) kozott? (tga=2/(1-K)*tgg)

A centralis mentén k=0,8-as iitk6zés, ra merbleges sebesség megmarad.

.23) Két rugalmas labda fiigg6legesen egymasra van helyezve. A felsé m; tdémege legfeljebb akkora mint az alsé m;
témege (/1 = % < 1). A ket labdat ebben a helyzetben elejtjik. A talajra vo sebességgel érkeznek. Minden titkzés
2

(testek, talaj kozott) pillanatszeri, centralis és rugalmas.

a)

b)

a)

b)

Szamoljuk ki a labdak sebességeit, amivel a talajtdl elpattannak, és mutassuk ki, hogy a fels6 labda csak
egyszer Utkozik az alséval. [Az elsé egymassal vald Utkozes utan a sebességek (felfelé+):

a felsdé (3-1)/(1+A)Vvo; az alsdé (1-34)/(1+A)vo]

Mi térténne mi=m; esetén, illetve mi<<m, esetén? (visszafelé egyltt haladnanak, illetve az also
visszapattan v, a felsé 3v, sebességgel.)

Mekkora legyen a tomegarany, hogy az als6 nyugalomban maradjon a talajon? (A=1/3)

Az eredeti ejtési magassagnak legfeljebb hanyszorosara pattanhat fel a fels6 kicsi labda? Milyen tomegarany
esetén kozeliti meg ezt a magassagot? (9ho; A=0)

Az el6z6 kérdésre egy furfangos gondolatmenetet javasolt egy diak: Ha az also labda a talajon marad, akkor
a kicsi labda viszi el a folyamatban megmarad6 mozgasi energia egészét. A felsé labda azonban annal
magasabbra megy, minél tébb a mozgasi energiaja. igy a kis labda akkor megy a legmagasabbra, ha a nagy
labda a talajon marad, tehat A=1/3 esetén. Ez ellentmondani latszik a d) pont eredményének. ” Mi benne a
hiba? (?)

Mérjik meg a labdak tdmegeit. Mekkora magassagba kellene a kicsi labdanak felpattannia, ha tokéletesen
rugalmasak lennének az Utkozések? Végezzik el a kisérletet, mérve a kis labda felpattanasat!

Elébb az alsé labda Utkdzik a talajjal, és visszapattan v, sebességgel, ...
...majd a felso és also labda szemben iitk6znek rugalmasan. Ez kdnnyen kovethet6 az litkozés két részre
osztasaval is, és lendulet és mozgasi energia megmaradassal is.

A felso labda akkor litk6zne megegyszer az alsoval, ha az alsé az elso iitkozés utan a talaj felé pattanna
(4>1/3), majd onnan ellentétes, (3A—1)/(1+2A)v, pozitiv sebességgel és ez a sebesség nagyobb lenne, mint a
fels6 labda (3-1)/(1+2)Vo sebessége. Ez azonban nem fordulhat el6, mert ehhez 1>1 kellene.

Hatéresetek.

A 2=0 esetben az also labda észre sem veszi a kicsivel valé Utkozést, mig a kicsi a nagyhoz képest pattan
vissza ellentétes sebességgel.

A A=1 esetén 3 litkozes utdn kdzdsen indulnak visszafelé.

Az alsé sebességének 0-nak kell lennie itk6zés utan.



d)

A fels6 labda sebességét kell maximalizalni, azaz a (3-4)/(1+A1) tortet, mikdzben A a [0;1] intervallumban van.
Vizsgaljuk meg, melyik hogyan valtozik, ha 1 né. Legfeljebb 3 lehet a tort, amihez 9-szeres felpattanasi
magassag tartozik.

Vegyik sorra az alabbi allitasokat:

A mozgasi energia valoban allandé marad az (itkozések soran?

Valdban akkor lesz legtobb a fels6 labda energiaja, ha mind az 6veé lesz?

Biztos-e, hogy akkor megy a legmagasabbra, ha a legtébb mozgasi energiaval indul visszafelé?
Igen, igen, nem (a magassag csakis a sebességtdl fligg).

A mozgasi energia képletében a témeg és a sebesséq is fligg A-tdl. A felpattano labda sebessége szigortan
monoton csokkend, az elvitt energiahanyad szigorian monoton novekedoé fliggvénye A-nak!

A A-t6l fligg a mozgasi energidban az m; tdmeg is és a visszapattanasi sebesség is. A felpattanasi sebesség
nem akkor maximalis, amikor az elvitt energiahanyad!

.24) Afaltél L tavolségra &ll az M tomeg, a fal fel6l érkezik az m tdmeg, ami elébb M-mel, majd a fallal iitkozik.
Suarlddas nincs, az Utkdzések rugalmasak. A testek kiterjedése elhanyagolhato.

a)
b)

a)

b)

Mekkora M/m tdmegarany esetén fog masodszor is itkézni az m és M témeg? (M/m>3)
A faltél milyen tavol lesz a masodik Utkodzés, ha m=0,2 kg, M=0,8 kg, L=3 méter? (15 m)

Szamoljunk paraméteresen a rugalmas ttkozest: A nagy test sebessége V=2/(1+1)v, , mig a kicsié v=(1-
DI([A+A)V, lesz. A masodik litkdzés el6tt a kis test a falnal sebességiranyt valt, majd a fenti sebesség
ellentettjével indul a nagy utan. Az utolérés feltétele, hogy sebessége nagyobb legyen.

A két Utkozes kozott a nagy test Lo-Li utat tesz meg, a Kicsi pedig Li1+L, utat (azonos id6k alatt). A sebességek
most ismeretek.

.25) Az m tomegii L = 10 cm hosszd kiskocsi benne van egy H belsé hossziisagti, M tomegi, asztalon &ll nagy
kocsiban, melynek mindkét fala rugalmas. Surlodas sehol sincs, az (itk6zések rugalmasak. A rendszer teljes tdmege 2
kg. A rendszer nyugalmi helyzetében a nagy kocsit 20 cm/s sebességgel hirtelen 16késsel mozgasba hozzuk. Kis idé
mulva a nagy kocsi sebessége 12 cm/s-re csdkken, majd 2s mulva tjra megnd.

a)
b)

a)

b)

Mekkora a kicsi kocsi tomege? (0,40 kg)
Mekkora a nagy kocsi belsé H hosszisaga? (50 cm)

A sUrlédas hianya miatt a kicsi kocsi allni fog, amig a nagy kocsi neki nem Utkozik a hatfalaval. A rugalmas
litkozést barmelyik modszerrel szadmolva, a nagy kocsi Uj sebességét ismerve, a tomegarany rogton adodik.
Ebbél a kis kocsi sebessége 32 m/s lesz. A két kocsi relativ mozgasanak ideje 2s, relativ elmozdulasuk H-L,
relativ sebességuk ismert.

.26) Az tirben egymastol 20 m tavolsagra ,,lebeg” egy 1000 kg-os tirhajo és egy 100 kg-os mithold. Az tirhajo mellett
1év6 100 kg-os tirhajos elrugaszkodik az tirhajotol 11 m/s relativ sebességgel a mithold felé, hogy annak antennajat
megigazitsa. Ott 13 s ideig dolgozik, majd visszafelé, az tirhajo iranyaba rugaszkodik el.

a)
b)

c)
d)

a)

b)

c)
d)

Legalabb mekkora relativ sebességgel rugaszkodjon el a mitholdtol, hogy visszajusson az tirhajohoz? (12m/s)
Mekkora legyen az elrugaszkodaskor a mitholdhoz képesti relativ sebesseg, hogy 10 s alatt jusson vissza az
tirhajohoz? (32m/s)

Melyik elrugaszkodasakor esetén kellet ,,erésebben” elloknie magat, ha az ellokési folyamatok ideje
azonosvolt? (2.)

Mikor végzett nagyobb munkat? (2.)

Rdgzitsiik a koordinata rendszert oda, ahonnan az ember elindult.

Az elrugaszkodaskor a lendiilet megmarad. A két ellentétes sebesség nagysaganak dsszege adott.
Kiszamithato, mennyi ideig repiil a miihold felé.

Ott egy rugalmatlan titkozés soran sebességiik k6z6s marad a munka id6tartamara.

Akkor jut vissza az tirhajohoz, ha a visszarugaszkodas utan a sebessége meghaladja az korabban meglokott
tirhajoét.

Az el6irt érkezési id6, a mostanra kialakult tavolsagokkal egylitt meghatarozza az elrugaszkodas sebességét
(érdemes a relativ mozgast vizsgalni). A lendilet megmarad.

Az elrugaszkodas soran koziik hato erd a miatta elszenvedett sebességvaltozassal aranyos.

A végzett munkaja mozgasi energiat vitt a rendszerbe, névelve azt.



.27) Egy 30°-os hajlasszogii, M= 3 kg tomegli, vizszintes sikon allo, nem rogzitett lejtére 2 m magassagbol m=1 kg
tomegii labdat ejtiink. SUrlddas nincs. A lejté alja nem rugalmas.
a) Mekkora a testek sebessége a teljesen rugalmas ttk6zés utan? (4,14 m/s, 1,36 m/s)
b) Mekkorék lennének a sebességek, ha a labda a lejté anyagaval azonos anyagu vizszintes asztalra 2 m magasrol
ejtve, csak 1,5 m magasra pattanna vissza? (3,81 m/s, 1,27 m/s)

a) EIlobb a labda ferdén a lejtonek iitkozik, rugalmasan. A beérkezési sebességet bontani kell lejtére merdleges és
vele parhuzamos komponensre.
A meréleges iranya rugalmas titk6zEésbol szerzett labda-sebességet dssze kell adni a valtozatlanul maradt
sebességkomponenssel.
Ezutan a lejtd ,,itkozik™ a talajjal. A lejto sebességébdl el kell hagyni a fiiggdleges komponenst, mert a lejto
alja nem rugalmas, marad csak a talajjal parhuzamos komponens.

b) A feladat ugyanaz, csak az ttkézés nem rugalmas. Az iitkozési szam k=vrei/Vie, = \/hre;/hie = V3/2.

.28) Egy « hajlasszogii rogzitett, hossza lejtére teljesen rugalmasan iitk6z6 kislabdat dobunk merélegesen, mely a
lejtén ,,lefelé” kezd pattogni. A lejtével valo elsé két érintkezési pont tavolsaga d. Mekkora lesz az 5. és 6. érintkezési
pont tavolsaga? (9d)

Hasznaljunk lejtével parhuzamos (X) és ra meréleges (y) tengelyti koordinatarendszert, mik6zben a nehézségi
gyorsulas vektorat feloontjuk x és y komponensekre.

Ebben a labda mozgésa y iranyban egyenletesen gyorsul6-iitk6z6, akarcsak a megszokott ,,szabadesés”-sel kapcsolatos
feladatokban, egyenl6 id6kozénként, rugalmasan pattanva.

Most x iranyban is gyorsulé a mozgas, de a kezdeti merdleges inditas miatt x irAnyban nincs kezdésebesség.

Az x iranyl mozgas egyenletesen gyorsulod, nyugalombol induld, és a pattanasok kozott egyenld id6tartamok telnek el.
Galilei fogalmazta meg (de konnyen levezethetd), hogy az egyenld id6tartamok alatt megtett utak aranyat a paratlan
természetes szamok aranya adja meg, 1-t6l kezdédden: 1:3:5:...

.29) Fiigg6legesen, 40 m/s sebességgel fellétt 3 kg-os l6vedék a fellévés utan 2 s-mal felrobban. Az egyik, 1 kg-os
darab a robbanas utan 1 s-mal esett le, 20 m tavol a fell6vés helyét6l. Mikor és hol esett le a masik darab? (A
nehézségi gyorsulas értéke legyen g=9,81 m/s?!) (12,85s; 128,5 m)

A robbanas magassaga, €s a robbanaskori 6sszlendilet szamolhato.
A Kicsi test hajitasi adataibol a kicsi test robbanaskori sebességének mindkét komponense szamolhato.
A lendlletmegmaradas megadja a nagy test robbanas utani sebességkomponenseit, amikkel ferde hajitas torténik.

.30) Az atomreaktorban a maghasadaskor keletkezé gyors neutronokat mieldbb le kell lassitani, ezért valamely
anyag allé atommagjaival ltkoztetik éket tobbszor, egymasutan. Tételezzik fel, hogy a lassit6 anyag atomjai kozott
nincs kdlcsdnhatas, még akkor sem, ha ugyanazon molekula tagjai!
a) Melyik anyag a legalkalmasabb erre a feladatra, ha a kérnyezetben talalhaté anyagok kozil lehet valasztani, és
célszerli figyelembe venni azok beszerzési arat is? Vizsgaljunk centralis ttkdzéseket! (M legyen minimalis!)
b) Hany Utkdzésre lenne sziikség, a neutront 1/100-ad részére akarjuk lassitani, és hidrogéngaz, avagy
héliumgaz, avagy szén, avagy oxigéen lenne a lassit6? (1, 9, 28, 37)

a) Rugalmas (itkozés all6 M tomegii mag és mozgd m tomegii neutron kozott. A neutron iitk6zés utani
sebességének nagysaga az eredeti sebességének (M-m)/(M+m)-szerese ellentétes iranyba.

- - - IRy . 2 VST .
Ennek minimuma Kis atalakitas utan jol latszik: 1 — ﬁ akkor minimalis, ha M is az.

A periodusos rendszerben el6forduld atommagok koziil novekvé magtomeg alapjan vizsgalva, az els6 olcsod
(mert nagy tomegben elérhetd) anyag a hidrogén majd a szén (grafit).

A géz halmazéllapotU lassitbanyag nem jo, mert kicsi stirisége miatt ritkak az titkozések. Masfelol a
lassitéanyag vegyiiletben is jelen lehet, hiszen a nagy sebességii neutron iitkozésekor a meglokdtt mag
kdnnyen kiszakad a kémiai k6tésbél (Id. a feltételt).

Igy a legjobb a hidrogéntartalmu viz, amiben az oxigén sem tul nehéz mag, illetve a szén grafit forméjaban.
Azonban a lassitéanyag kivalasztasanak mas fontos szempontjai is vannak, melyek miatt a grafit a mai
reaktorokban mar nem kivanatos!

b) PI.: Hidrogén at tudja venni a neutron teljes mozgasi energiajat, egy utkozés is elég.



b)

d)

pl.: Grafit: A=M/m=12, egy Utkdzés utan a sebesseg 11/13-ara csokken. Kitartassal, vagy logaritmussal
adodik, hogy (11/13)?8=0,0093, ami kb. 0,01.

pl.: Oxigén esetén 37 (itkdzés kell.

Viz lassitdéanyag esetén az (itkdzés lehet az oxigénatommal, avagy a protonnal.

Hogyan valtozik egy pontrendszer 6sszlendilete, ha Ky rendszerrél K rendszerre tériink at?

Igaz lesz-e a Kz rendszerben a lendiilet-megmaradas tétele, ha Ki-ben igaz volt (pl. egy uUtkozési
folyamatban)? (vo: Galilei—elv) (igen)

Tekintsuk a fiktiv, ro=2X(miri)/2m; helyvektort témegkézéppontot. Hogyan hatarozhaté meg helye a
gyakorlatban?

Mutassuk meg, hogy a témegkozéppont - ha ide Gsszestiritve képzeljik el a rendszer Gssztomegét- a
lendiletével a rendszer 6sszlendiiletét hordozza, barmilyen rendszerbdl nézve.

Mekkora a pontrendszer lendllete a tomegkdzéppontbol nézve? (0)

Hogyan mozog zart rendszer témegkozéppontja? Keressiink erre példakat a megoldott feladatok kozott!
(&llandé sebességgel)

Legyen a K; rendszerben az i-edik test (latszd) helyvektora ri;, sebességvektora vii, mikdzben a hozza képest

nem forgd K, rendszerben a megfeleld roi és voi vektorok latszanak. A K; rendszerbél nézve a Ks rendszer
origdjanak helyvektora és sebességvektora ry ill. v, legyen. Ekkor (az abra szerint is): rii=ro+rzi.

K2

T
-

Vegyiik mindkét oldal kicsi At alatti megvaltozasat, majd osszuk el a kicsi At idétartammal. Igy a
sebességek kozott fennall: vii=vo+vai Megszorozva ezt az i-edik pont tdmegével, és 6sszegezve mindkét oldalt
a teljes rendszerre, I; = (3 m;)v, + I, adédik, ahol 1, és 1, a keresett két lendiiletvektor-dsszeg.

A régi (K2) rendszerrél az 0j (K1) rendszerre attérve, a pontrendszer régi lenddiletét meg kell toldani
azzal a lendulettel, ami az uj rendszerbdl latszana, ha az 6ssztomeget a régi rendszer origdjaban egyesitenénk.

Ha a fenti egyik rendszerben igaz, akkor pontosan akkor lesz igaz a masikban is, ha a két rendszer egymashoz
képesti sebességvektora allando.

Két témegpont esetén rpgp = 722 — o 4 2 (. — ) amibdl az 4bra lapjan lathato, hogy a
mqi+my mq+m,
tomegkozéppont a két testet 6sszekotd szakaszon van, azt a tomegek forditott aranyaban osztva.

Fa-ri

—=

ma(my+ma) ¥ rers)

A pontrendszernél a tomegkozéppont helye nem valtozik, ha két tomeget a helyiikrél elvéve, oket a kettejiik

tdmegkozéppontjaba helyezziik at. Ennek igazsaga az alabbi atalakitasbol latszik:

myry + myn,
(m; + my)

m; +m, + mg + -+ m, (my +my) +mg+--+m,

Szimmetrikus testeknél paronként kettesével atrakva a pontokat a szimmetriacentrumba, a témegkdzéppont

is itt lesz.

(m; + my) +mars + -+ mymy,

mlT‘l + mzrz + m37‘3 + e + mnTn

Trgp =

A tdmegkozéppont definiciéjat megszorozva a tomegek dsszegével: (2Zmi) *rrkp=2(mir;) adédik. Kis idé
alatti megvaltozasat az idével elosztva: (2ZM;) *vrkp=2(Mivi)



e) (2mi) *vrkp=2(Mivi). Ha az origénk a témegkdzéppont, akkor a jobb oldal a témegkdzéppontbol latszé
lenduletdsszeg, amit kerestink. A bal oldalon a tomegkdzéppontnak a tdmegkdzéppontbdl latszé
sebességvektora szerepel.. Ez pedig 0. Tehat a keresett lendiiletosszeg is 0.

f) Zart rendszer lendiilete IR-ben &llandé. A rendszer lendiiletét a tomegkozéppont hordozza : (Zmi) *vrke. igy
tdmegkozéppont minden zart rendszerben allando sebességgel mozog IR-bél nézve. (pl.: a TKP mozgésan
nem lehet észrevenni az Uitkzés tényét.)



